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Die zuerst in den verschiedenen Bänden von Cr eile's 
Journal für Mathematik erschienen und hier gesammelten Aufsätze 
bewegen sich, theils in der Höheren Arithmetik, theils in der 
Theorie der über Logarithmen und KreisgröTsen hinaus liegenden 
transcendenten Functionen, theils in der Verknüpfung dieser beiden 
grofsen Gebiete, die zu den schönsten und fruchtbarsten im gan- 
zen Umfange der Mathematik gehören. Die Höhere Arithmetik 
bietet einen unerschöpflichen Reichthum an interessanten Wahr- 
heiten dar, und zwar an solchen, die nicht vereinzelt, sondern in 
innigem Zusammenhange stehen, und immer neue, ja unerwartete 
Verknüpfungen erkennen lassen, je weiter die Wissenschaft sich 
ausbildet Ein grofser Theil ihrer Lehren gewinnt auch einen 
neuen Reiz durch die Eigentümlichkeit, dafs gewichtige Lehr- 
sätze in einfach ausgeprägtem Inhalt uns leicht durch Induction 
zugeführt werden, deren Begründung doch so tief liegt, dafs man 
erst nach vielen vergeblichen Versuchen dazu gelangt, und dann 
meistens erst auf beschwerlichen künstlichen Wegen, während die 
einfacheren Methoden lange verborgen bleiben. Auch auf dem 
Felde der transcendenten Functionen fehlt es nicht an ähnlichen 
Reizen und ähnlichen Erscheinungen. 
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Von den eigentümlichen Schönheiten dieser Gebiete haben 
Alle sich angezogen gefühlt, die darin beschäftigt gewesen sind: 
keiner aber hat es wohl so oft ausgesprochen wie Euler, der 
namentlich in fast allen seinen zahlreichen, zur Höhern Arithmetik 
gehörenden Aufsätzen die Erklärung wiederholt, wie viele Freude 
ihm diese Forschungen machen, und wie sehr er darin eine Er- 
holung von und eine Stärkung zu andern der unmittelbaren practi- 
schen Anwendung näher liegenden Arbeiten finde. Mit eben so 
«rofser Lebhaftigkeit spricht er seine Überraschung aus, als zu 
seiner Kenntnifs gekommen war, dafs seine eigene Auflösung eines 
die transcendenten Functionen betreuenden Fundamental-Problems, 
mit welchem er sich viele Jahre beschäftigt hatte, an Einfachheit 
weit überboten sei durch eine neue Auflösung desselben Problems von 
Lagrange. „Penitus obstupui," (sagt er Acta Acad. Petrop. T. 3.) 
„quuin hoc mihi nunciaretur." 

Die vorliegenden Aufsätze enthalten so viel treffliches und 
gediegenes, dafs durch dieselben dem "Verfasser ein ehrenvoller 
Platz neben seinen Vorgängern gesichert wird, an deren Arbeiten 
jene sich würdig anschliefsen. Ihre Zusammenstellung verpflichtet 
alle die zum Danke, denen sie dadurch zugänglicher werden. 

Göttingen im September 1847. 

C. F. Gaufs. 
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1. 

Allgemeine Untersuchungen über die Formen dritten 
Grades mit drei Variabein, welche der Kreisleitung 
ihre Enstehung verdanken. 



Darstellung des Ausdrucks 27. ~^J~ darch eine cubiscbe Form mit drei Variabdn. 

Es ist bekannt, dafs für jede Primsahl p der Aasdruck 

(1.) X = -^=1 = *P-'-f*'-'-f .. ..4 -x|l 

auf die Form 

(2.) ^[^-(-i^'^z 5 !, 
gebracht werden kann, wo Y und Z ganze Functionen von x mit ganzen 
Coefficienten sind; und man weife, dafs diese Zerfällung von der Zerlegung 
der Gesammtheit £1 der Wurzeln der Gleichung 

(3 .) £^ = 0 

in zwei Perioden abhängt. — Wir wollen uns in dieser Abhandlung zuerst 
mit einer neuen Zerfällung desselben Ausdrucks X beschäftigen, welche der 
Zerlegung von 42 in drei Perioden für eine Primzahl p von der Form 3m + 1 
ihre Entstehung verdankt Die Form dieser neuen Zerfällung, unabhängig von 
der* Art ihrer Entstehung aufgefafst, wird später auf eine ganze Reihe von 
neuen und umfassenden Resultaten fähren. 

Wenn p eine Primzahl von der Form 3«»-f 1 ist, so sind bekanntlich 
diese drei Perioden die Wurzeln der cubischen Gleichung 

y*W-W-i)Y-C = 0, 

wo 

4j> = M 2 -\-$N\ N = 0 (mod.3) und 

C=l(3„-l + (£>f„) 

gesetzt ist. Diese Gleichung vereinfacht sich, wenn man 

* = 3y-j-i 

i 
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setzt und man erhält die folgende Gleichung in z: 

Diese reducirte cubische Gleichung, auf die gewöhnliche Weise aufgelöset, würde 
^Werthe der drei Perioden liefern. Indessen bedürfen w.r gar n.cbt de 
Kennl^ s der cubischen Gleichung, zu welcher man nur auf einem «cml.ch 
TLn Wete gelangt, sondern man kann durch höchst einfache Betrach- 
r^ wie 7Äi ^ den „Beitragen zur Kreistheilung - und in den, 
"Sse des cubischen Reciprocitätsgesetzes" angestellt haben, d,e Gerthe 
der drei Perioden a priori bestimmen. 

In der Thal: es sei r eine Wurzel der Gleichung (3.), C eine nnogmare 

Cubikwurzel der Einheit und man setze 



1 = 1 

1=1 



wo lnd k sich auf die Prünzahl p und auf eine nach Belieben angenommene 
primitive Congruenzwurzcl g bezieht, und wo « irgend eine nicht durch p 
theilbare ganze Zahl vorstellt. Setzt man 

a k == / (mod. /»), t<p, woraus 
lnd.«4-Ind.* =s Ind.* (mod.p-Q folgt, so wird 

wahrend < wiederum die Werthe 

I, 2, .3 .... 1&0 

durchläuft: also erhält man ( _ 

(4.) = r ,nJa < ,,mK ' r ' ^ c l,od -x»). 



y(a) Ä p-''-*«'TV ,,u, V = e ,nd "V(U- 



Das Product der beiden Reihen und U'(t) ist 



r/>0)V(0 = ,f, 

Stellt man sich in dieser Doppelsumme unter * auf einen Augenblick einen 
stehenden Werth vor und setzt t^*k (mod.,), *<* woraus Ind. In U 
= -Ind.* (mod.,-1) folgt, so erhält map, we.l nun k selbst wieder für 
jeden Werth von * die Werthe (,u) durchläuft, 
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Die Sommalion nach * läfet sich jetzt ausführen, und man erhält für 
jeden Werth von k, mit Ausnahme des einzigen k = p — 1: 

■ al 

dagegen für k — p — l, weil in diesem speciellen Falle \-\-k = p, also 
r l+i =i ist, 

dieselbe Summe =• 1 -f 1 + •••.-{ t = /> — I. 
Im Ganzen erhält man also 

y(Qy>(i) = -* 4 = F 1 p- Ind *-f^. ( »- I '" , 0'-'). 

Die Snmme nach Ar verschwindet, weil Ind. Ar die Werthe 0, 1, 2, .... p — 4, 
.i, p — '2 durchläuft; aufserdem ist Ind.(/» — l) = ±(p — l) durch 3 theil- 
bar, also (T ua - l , folglich giebt die eben erhaltene Gleichung 

(5.) y(DV(l) = p. 

Man bilde ferner das Quadrat der Reihe nämlich: 

< =/>— i < = p — i 

Stellt man sich unter * einen stehenden Werth vor, setzt t = sk (mod. p). 
k<.p, woraus Ind. / = Ind. *-|- Ind. Ar (mod.p— 1) folgt, und bedenkt, dafs nun 
Ar für jeden Werth von * die Werthe (/i) durchläuft, so geht die Gleichung in 

über. Aber nach (4.) ist '^~p l, » d - •#•(*+!)«_ p'-^+Oy^i), für alle Werthe 

von Ar; nur nicht für At =p— I; in welchem Falle dieselbe Summe offenbar 
verschwindet. Es tritt daher als gemeinschaftlicher Factor aller Glieder 
heraus und man erhält 

</5(!) 1 = 2 p tad.» + l«".(l+0 

*=p— » 

Die Reihe 5" ^«u + t.a (*+■> i äfst sich 0 ff enDar au f d ie p orm ^ 

bringen, wo a und b reelle ganze Zahlen sind; sie ist also 
complexen Zahl gleich, welche aus dritten Wurzeln der Einheit 
ist, und man erhält 

(6.) 2^1 = *TV-.*+i-.c*+i) = a+6 9 . 
Auf dieselbe Weise kommt 
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Multiplicirt man diese beiden Resultate (6.) und (7.) mit einander und bemerkt, 
dafs nach (5.) q>(l) V(l) — p ist, so erhält man 

(80 («+ = p, 
woraus zu ersehen, dafs die reelle Primzahl p von der Form 3m-f 1 sich in 
' das Producl zweier ganzen complexen Zahlen aus dritten Wurzeln der Einheil 
zerlegen läfst. Die beiden ganzen complexen Zahlen ö-pOp und a-f-*? 7 sind 
durch die Bedingung, dafs ihre gemeinschaftliche Norm =j» ist, noch nicht 
vollständig bestimmt. Um sie vollständig zu bestimmen, bemerke man, dafs 

nach (6.) y(l) 1 = «KOVOXa+M = + isL Entwickcl1 man den 
Cubus der Reihe nach dem polynomischen Satze, so giebt diese Ent- 

wicklung erstlich die Cuben aller einzelnen Glieder der Reihe, und dann noch 

Glieder, deren Coefficienten sämmtliph durch 3 theilbar sind. Die Summe der 

*=p — i 

Cuben der einzelnen Glieder ist, wegen (>*— I, — 2: r 11 — — 1, und man 

Isl 

erhält eine Gleichung von der Form 

— I -I 3L=p(a+bQ), wo L = A-\ Br-i r Cr 7 .... ist 
und A, B y C, .... ganze complexe Zahlen sind. Es folgt hieraus die 
Congruenz 

p (« -f- b p) ~ — I (mod. 3) , aber p = 1 (mod. 3) , folglich 
(9.) «4 b{f = — 1 (mod. 3), ebenso a-f b? = — 1 (mod. 3) »). 

Jede ganze complexe Zahl von der Form A-\ Bg (A und B reell und 
ganz), welche = — 1 (mod. 3) ist, heifse eine prbndre complexe Zahl. Da 
jede ganze complexe Zahl /, welche nicht durch 3 und auch nicht durch 1 — (j 
fheilbar isl, nur einer der sechs Einheilen 

h e> q\ — 1» -e> c 7 

nach dem mod. 3 congrucnl sein kann, so sieht man, dafs sich unter sechs 
associirlen complexen Zahlen, wie 

immer eine und nur eine primäre befinden wird. Zerlegt man also die Prim- 
zahl p in das Product p,p t ihrer beiden primären complexen Primfacloren p, 
und »i, so geben diese letzteren die Werthe von a-\-by und a~\-b(t*. Es 
bleibt nur noch zu entscheiden, welche von den beiden complexen Zahlen a by 



») D8 L eine ganzo Function der Wurzeln der Gleichung (3.) mit ganzen com- 
plexen Coefficienten ist, und da zugleich L einer rationalen complexen Zahl gleich wird, 
so mufs L nothwendig einer ganzen complexen Zahl gleich sein. Man sehe deshalb die 
RülEssätze zu dem „Beweise des cub. Rcciprocitätsgesctzes. " 
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und ö-f *f l gleich p,, und welche gleich zu setzen sei. Zu dem Ende 
bezeichne man durch p, denjenigen der beiden primären Primfactoren, in welche 
man p a priori zerlegt hat und für welchen die Congruenz ArHp- , >=p Tod - 1 (raod.p,) 
erfüllt wird, während dann für den andern A* 0 * -0 = p 7 lBd - * (mod. pj sein wird. 
Unter dieser Voraussetzung erhalt man 

a + b? = *TV nd y n<Ml+,) = «*H»(*-|-I)K^" (mod.p,> 

Aber der Werth der zweiten Summe ist eine reelle ganze Zahl und durch p 
theilbar, wovon man sich leicht überzeugt, wenn man in der Summe 

welche sich von der obigen nur durch Vielfache von p unterscheidet, (Ar-{-1)^ <p - , ' 
nach dem binomischen Satze entwickelt; worauf jede der einzelnen Partial- 
summen, in die hierdurch die Summe zerfällt, durch p theilbar ist. Die 
obige Summe ist also um so mehr noch durch p t theilbar; folglich ist auch 
a-\-b(? durch p, theilbar. Wäre nun a-{-6p = /», , so müfste p 7 durch p, 
theilbar sein; was unmöglich ist, da/?, und p t conjngirte complexe Primzahlen 
sind *); also ist nothwendig a-f-Ap = p l . 

Man erhält daher 

<p(l)' = pp^ v(t) 1 = PPi , folglich 

(10.) k= £ l o^r l = foppj, 

Ar; 1 

(Ii.) *^V ,nd ' V == 

wo die beiden Cubikwurzeln so zu wählen sind, dafs ihr Prodact 

\(PPi)fapp*) = V(OV(0 = P wird. 
Diese beiden Gleichungen werden nun sogleich die Werthe der drei Perio- 
den liefern. 

Man bezeichne durch P die Summe aller Wurzeln « p der Gleichung (3.). 
für welche Ind. Ar durch 3 theilbar ist; durch P die Summe derjenigen Wurzeln 
derselben Gleichung, für welche Ind.A== — 1 (mod. 3) ist; endlich durch P" 

die Summe aller der Wurzeln e p , für welche Ind. k = 1 (mod. 3.) isl. 



*) Nur die beiden conjugirten complexen Primzahlen i — t» und I— p 1 , deren ge- 
meinschanJichc Norm die Zahl 3 ist, Üieücn sich gegenseitig. 



Setzt man r = e p , so lassen sich die Gleichungen (10.) und (11.) folgen- 
dermaßen schreiben: 

Da sich zu diesen beiden Gleichungen noch die folgende gesellt: 

P+P + P' = -I, 
so haben wir jetzt ein System von lineären Gleichungen, welches sich nach 
P, P, P" als Unbekannten auflösen lAfst. Die Auflösung dieser Gleichungen 
liefert folgendes Resultat: 

Lehrsatz 1. 

„Wenn man die reelle Primzahl p von der Form 3m-f-l in 
„das Product ihrer beiden primären, aus dritten Wurzeln der Em- 
„heit zusammengesetzten complexen Primfacforen zerlegt und den- 
„ jenigen von beiden, welcher für eine vorher nach Belieben ange- 



„nommene primitive Congruenzwurzel g die Congruenz g^ 



p—i) 



„(tnod.p,) erfüllt, durch p, t den andern durch p, bezeichnet, so sind 
„die drei Perioden P, P, P" durch die folgenden Gleichungen ge- 
ngeben: 

„wo die beiden Cubikwurzeln so zu wählen sind, dafe ihr Product 
„reell und der Primzal p gleich wird.* 

Bezeichnet man durch das Symbol [— ] diejenige Potenz von (>, welche 
= kki'- l) (mod.p,) ist, so hat man P , " ,u — [— ]» und man kann jetzt aus 

dem Resultate die primitive Cougruenzwurzel und die Indices vollständig elirai- 

niren und demselben folgende unabhängige Form gebon. 

„ Die reelle Primzahl p = 1 (mod. 3) sei in das Product ihrer beiden 
primären complexen Primfactoren p x und p 7 zerlegt; man bezeichne durch 

P, P 1 , P' 

die Summe aller derjenigen Wurzeln e '• der Gleichung (3.), för welche 
respective 
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[£]-«. 

ist: so hat man 

3P = -1+ J(p Pl ) + fo*)* 

wo die beiden Cubikwurzeln und }(pp 7 ) so zu wählen sind, dafs 

ihr Product =p wird." 
Wir denken uns p, immer 30 bestimmt, dafs der Coefficient von y positiv, also 
der Coßfficient von in p 7 ebenfalls positiv ist. (Vergl. die Tabelle $. 8.) 

§. 2. 

Nachdem die Werthe der drei Perioden P, P', P" gefunden sind, 

können wir die Function X= — — 7 in. das Product dreier ganzen Functionen 

I, 17, £ von x zerfallen, deren Coefficienten aus P t P*, P" linear zusam- 
mengesetzt sind. Ordnet man diese drei Factoren, statt nach den Potenzen 
von x, vielmehr auf die Weise, dafs man alle Glieder zusammenfafst, welche 
respeclive mit P, P', P" mulüplicirt sind, so nehmen sie die Form 

5 = A + BP+CP+DP" 
an, vtoA, B f C, D ganze Functionen von x mit ganzen reellen Coefficienten 
sind, und es folgt ans der von Gaufs gegebenen Theorie, dafs, wenn f die- 
sen Werth hat, die Werthe von »?, £ sogleich hieraus durch cyclische Per- 
mutalion von P, P*, P" gefunden werden, nämlich: 

n = A+BP'+CP'+DP, 

£ = A-\-BP"-\-CP -\-DP / . 
Man kann mit Hälfe der identischen Gleichung 

I-fP-j-P'-f P" = 0 

einen beliebigen der vier Coefficienten herausschaffen. Will man z. B. U 
eliminiren, so subtrahire man von den obigen Ausdrücken für |, 17, £ den 
folgenden : 

0 « D+DP+DP'^ -DP", 

und man erhall 

l « A-D+(B-D)P -\-(C-D)P', 
n = A-D + {B-D)P*+{C-B)P" $ 
£ = A-D+(B-D)P!'+(fi-D)P f 



Digitized by Google 



so dafs also £, 17, £ immer auf die Form 

(1.) ^A+BP+CP*, n = A+BP'+CP" i S = A + BP"±CP 
gebracht werden können, wo A, B, C ganze Functionen von x mit ganzen 
reellen Coefficienten sind. 

Setzt man nun in diese Ausdrücke die Werthe der drei Perioden, wie 
sie sich oben ergeben haben, nämlich: 

p — ic— i-h hpp,)h 

p = K-if ^ppnriippM, 

so erhalt mau 

3|= SA-B-C r B ( } /(^,) f Y(^ J ))4-^(//(^.)+(» , j ,/ (^)), 
Sri = 3A-B-C+BC 9 ttPPi) + 9'kpP,))\-Cwy(pp^ 

3 ? = 3 J - B - c-f /? i( PPi ) + 9 kpp^ ■\-CU{ppd+ kpp>» ; 

welches sich auch folgendermaßen schreiben läfst : 

(2.) V+Y^ppJ+Zfhpp^ 

3£ = U+ T Q y(p Pl ) + Zv fcppJ, 
Y = P-j-IFf», Z = F+Hy; 
wo ü, V, W drei ganze Functionen von x mit ganzen reellen Coefficienten 
sind. Multiplicirt man die drei Ausdrücke 31, 3??, 3£ wirklich ineinander, 
mit Hülfe der Formel 

und bemerkt, dafs i(pp t ).\{ppt) = p ist, so kommt 

(3.) 27|,£ = t7 5 F»+/»^Z»-3^17FZ. 

Lehrsatz 2. 

„Ftir Jede Pri$nzahl p von der Form 3m-f- 1 JtyW «cA «feo <fcr 
n Au*iruck 

„auf rf«? jPorw» 

„J7 j -frPiy j +Pf^ j -3 r ^yz, 

„Armeen, u,o I = F-f *F<>, Z= F+ irf tmJ tf, F, ^ ^*se 
„Functionen von x mü ganzen reellen Coefficienten sind." 
Ich bemerke noch, dafs man immer 

U-\- V r W = 0 (mod. 3); 
hat; denn es ist U-\-V+ W=3A. 



- 9 — 

Beispiele. Für p =7 ist ^=2+3?, p^1\%o\ 17=3**+* +3, 
V=-x, *K=0. * 

Farp=13i8t^=-l+3(>, j^-i+V, ^=3^4-^+5x^4-3, 
F= — *»— — *, W= — x\ 

Mit Hülfe des Newtonschen Satzes über die Potenzsummen der Wur- 
zeln einer Gleichung- kann man durch Anwendung des symbolischen Zeichens 

[—] allgemein die Coefßcienten der drei Polynome ü, V, W durch analy- 
tische Formeln ausdrücken. Ein Umstand, auf den ich bei dieser Entwicklung 
im Vorbeigehn aufmerksam mache, besteht darin, dafs die Coefficienteo , wie 
sie die Formeln liefern, als Brüche erscheinen, ohne dais man sieht, wie die 
Nenner durch die Zähler aufgehoben werden. Da man aber a priori weifs, 
dafs diese Coefficienten ganze Zahlen sein müssen, so erhält man hieraus eine 

Reihe merkwürdiger Sätze über die Symbole von der Form f— -1, welche in 

ihrer Verbindung zu dem eubischen Reciprocitatsgeselze und den Criterien des 
eubischen Characters der Zahl 3 "führen , also die ganze Theorie der eubischen 
Reste implicite enthalten. 

Eigenschaften der Ausdrücke von der Form 0. 

§.3. 

Die Ausdrücke von der Form 

(1.) +p Pi f-\ p P) z>-$puyz == *, 
in welchen wir y- = t?-f wo, s = ».-f und «» *>» w «k reelle ganze 
Zahlen voraussetzen, und welche unter dieser Annahme nur reelle ganze Zahlen 
darstellen können, besitzen merkwürdige Eigenschaften. Die Fundamental- 
Eigenschaft derselben besteht darin , dafs je zwei Ausdrücke von dieser Form, 
mit einander multiplicirl, wieder einen Ausdruck von der nämlichen Form re- 
produciren. Es seien 

4* = u* -^-pp l y i -^.pp jZ i — 3puyz, 
u 13 -^ ppiy n -\- ppi* 4 * — 3pu'y*z' 
zwei Ausdrücke von dieser Form. Um nun das Product 4*4»'— 4»" zu bil- 
den, schreibe man 4* und wie folgt: 

*' = («'+r7(W.) 4- *' h PPJ) (etc.) (etc.) , 

2 
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und mullipUcire je zwei übereinander stehende Factoren wirklich mit einander. 
Auf diese Weise erhält inan offenbar einen Ausdruck, der genau dieselbe Ge- 
stalt hat, wie * und <*»', aber mit neuen Variabein tt", y", z", nämlich: 

lu" = uu'-\-pyz'+pzy\ 
(2.) ly" = uy'-\- yu'+p 2 zz', 

l z" = «*'-{- ««'-f^yr'» 

und man sieht, dafs man, wenn y = r -| u? (> , z = v-\ wy\ y' = v' -j- w' 
z' = v'~\ w'(> 2 gesetzt wird, y" = t>" \-w" q , z" = t>" \ w'V erhält, und 
dafs u" y v", w" ebenfalls ganze Zahlen sein werden. 

Man kann hieraus sogleich einige interessante Folgerungen ziehen. 
Wenn die unbestimmte Gleichung 

(3.) «' Yppif+ppi* 1 — Spuyz = I, 
für y = v-\-wq, z — o^-wf?, in reellen ganzen Zahlen u, v, w lösbar ist 
(mit Ausnahme der evidenten Lösung «= 1, y = c = 0), so lassen sich, wie 
bei der bekannten Püschen Gleichung, aus einer Lösung unendlich viele, 
und hier sogar doppelt unendlich viele, ableiten. In der Thal: wenn u, y, z 
irgend ein System ist, welches der Gleichung (3.) genügt, so darf man nur 

(4.) (« + r ; ( PPl ) + z ; ( PPl )r (*+y9i(*rH*f krp*)Y 

setzen, wo wi und n irgend welche positive oder negative ganze Zahlen vor- 
stellen, und alle diese Systeme 

u, r, z, 

welche den verschiedenen Werthen von m und « enlsprechen, werden eben- 
falls der Gleichung (3.) Genüge thun. 

Wenn M eine ganze Zahl vorstellt, welche durch die Form <f> re- 
präsentirt werden kann, und man kennt alle Auflösungen der Gleichung (3.), 
so lassen sich aus einer Darstellung unendlich viele ableiten. Hat man z. B. 

M = a>-\ pprf^ pp^-.Spafty, 

und stellen 

v, r, z 

alle Systeme vor, welche der Gleichung (3.) genügen, so setze man 
(».) (« +ßfop g ) 4 -y h>P>» Y^p Pl ) f- Z \l K pp^ 

= A+B^pp^r^ppj, 

und es ist dann ebenfalls 

M =± A*\pp v B*\ppir*-?>pABi. 
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Zugleich sieht man, dafs sich alle Darstellungen, die man anf diese Weise er- 
hält nnd die wir als eine Gruppe von Darstellungen bezeichnen, A, B, /'in 
eine derselben «, /i, y linear ausdrücken lassen; man darf zu dem Ende nur 
die linke Seite der Formel (5.) entwickeln, den reellen Theil dem reellen 

s » 

Thcile und die Coefficionlen von resp. )'(p Pi ), vV'pjO einander gleich setzen. 
Bei diesen Rechnungen hat man immer die einfachen Gleichungen 

t]» = p, rf^p,», d 3 = p 1 r l , rf = p Pl , & = pp 2 , Pl p 7 = p 

im Auge zu behalten, wo hier, wie im Folgenden, der Kürze halber die 

s s 

häufig vorkommenden Cubikwurzeln \ f (PPt)t )'(PPr) resp. durch fr be- 
zeichnet werden. 

Wenn die beiden ganzen Zahlen M und M' durch die Form <P dar- 
stellbar sind, so ist ihr Product MM' ebenfalls durch <P darstellbar. Bedeu- 
ten überhaupt M , M', M'\ etc. eine Reihe von ganzen , durch die Form <t> * 
darstellbaren Zahlen, so giebt es in dem Ausdrucke 

M m M' m 'M" m " , 

in welchem die Exponenten die Null und alle positiven ganzen Zahlen vorstel- 
len, unendlich viele ganze Zahlen , welche durch die Form * dargestellt wer- 
den können. 

Dies ist ungefähr Alles, was sich bei der Erforschung der Eigenschaften 
der Formen * gewissermaßen an der Oberfläche darbietet. Indem wir uns 
nun zu schwierigeren und liefer liegenden Untersuchungen wenden, beginnen 
wir mit derjenigen über die Natur der Theiler der durch die Form * dar- 
stellbaren Zahlen. 

Es beifse eine ganze Zahl q Theiler der Form 
4> = u y +pp l (v-' r w<>y + ppi(v-Lu>0 7 ) i —:\pu(v-\-w(ß)(v-\-wi> 2 ), 
wenn eine Zahl M existirt, in die q aufgeht und welche durch die Form «/> 
darstellbar ist, ohne dafs die Variabein u, v, w einen gemeinschaftlichen Theiler 
hätten; diese letztere Bedingung ist darum nothwendig, weil sonst das Charac- 
teristische der Theiler verloren ginge und jede Zahl Theiler der Form 4» sein 
könnte. Im entgegengesetzten Falle, d. h. wenn keine solche Zahl M existirt, 
die durch *P in relativen Primzahlen darstellbar nnd = 0 (mod. q) ist, hetfse q 
Sichtt heiler der Form 4>. 

Wenn eine ganze Zahl Theiler der Form <£» ist, so ist, wie man sogleich 
sieht, jeder ihrer PTÜnfactoren ebenfalls ein Theiler der Form #. Wir wollen 
also zuerst alle Primzahlen aufsuchen, welche Theiler dieser Form sein können. 

2» 
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Es sei q eine reelle positive Primzahl, für welche * = 0 (mod.?) 
ist, wahrend u, v, w relative Primzahlen, d. h. nicht alle drei durch ein und 
dieselbe Zahl theilbar sind; wir setzen q von 3 nnd von p verschieden voraus, 
weil y = 3, g=p immer Theiler von * sind. Sehen wir nun, welche Folge- 
rungen sich aus einer solchen Annahme ziehen lassen. Setzt man v-\-wq =y, 
t?-j-tp(> 7 = *, so können auch u, y, z keinen gemeinschaftlichen Factor haben; 
außer vielleicht den Factor 1 — q : diese letzteren Variabein können also nicht 
alle drei mit q denselben gemeinschaftlichen Theiler haben ; aber auch nicht 
zwei von ihnen, weil sonst vermittelst der Congruenz 0 = 0 (mod. q) Das- 
selbe auch für den dritten gelten würde. Es sei d entweder — q t wenn q 
von der Form 3n-f 2, oder d gleich einem der beiden complexen Primfacto- 
ren q y von q, wenn ^ = 3n-J-I ist. Es sind nun zwei Fälle denkbar: ent- 
weder ist eine der drei Variabein «, y, z durch d theilbar, oder sie sind 
alle drei nicht durch d theilbar. Es sei u durch d theilbar; dann sind y und 
z nicht durch d theilbar, um! man kann statt 0=0 (mod. <7) einfacher 
PPi > J -\ PPt * 3 = 0 (mod. schreiben. Dies giebt 

Dasselbe Resultat erhalt man, wenn y oder z durch <f theilbar ist; denn in 
diesem Falle hat man entweder tP+ppiZ* — 0, oder « 3 -f PPi>*— 0 ( mod - 0> 
folglich rosp. = 1 oder [^n] = l» und von diesen beiden letztern 

Gleichungen ist jede eine Folge der andern. 

Es bleibt der Fall zu betrachten, wenn «, y, z alle drei nicht durch d 
theilbar sind. In diesem Falle setze man 

*' = u n +pp y n -\-pp^z n — Zpu'y J z' y 
und suche die complexen ganzen Zahlen y' t z' so zu bestimmen, dafs das 
Product 

= u'-j-W o'+^i' — 3j>uö$ 
die einfachslc Gestalt annimmt. Die Werthe von «, t>, j sind 

n = uu'+pyz'+pzy' t v, = uy'-\-yu'-\-p 1 zz' t j = ««' + *«'+ j»,//. 
Es lassen sich nun zwei Wege einschlagen, indem man entweder $ = 0 oder 
t) = 0 setzt: welcher von beiden in jedem Falle vorzuziehen sei, wird sogleich 
die Rechnung zeigen. Setzt man j = 0, so hat man die beiden Gleichungen 
uy'-l-yw = + 0, PiY? + *« = -**', 



welche, nach y* und «' aufgelöset, 

{uz—p l y t )y i = (uy—p^z' + zt) und 

(«*-Piy 7 )«' = (pyz-u'W-Piyt* 

geben, Ist nun die Determinante uz— prf nicht durch d theilbar, so setze man 
z' = v> = uz—p l y\ und man wird für y' und u' ganze Werthe aus obigen 
Gleichungen erhalten, und ö wird nioht durch theilbar sein; man kann also 
dann^' so bestimmen, dafe j=0 und o nicht durch d theilbar sind; da aber 

##'==0 (mod.tf) ist, so hat man u i -\-pp l t?== 0 (mod. <T), folglich = 1. 

Ist aber ti* — /^y' durch <J theilbar, so mufs man auf dieses System 
von Gleichungen ganz verzichten und mufs t) = 0 sotzen; diese Annahme liefert 

(«y — p* **) *'= («* — i^yV+r a » («y — «*) «' = (/»y * — «Oy — p 2 * $• 

Ist nun t*y — p t z 7 nicht durch theilbar, so darf man nur y / = % — tty — p 7 z 2 
setzen, und man wird u' in ganzen Zahlen, j nicA/ durch <J theilbar, und 

y'j^j'sO (mod. <T) erhalten; letztere Congruenz liefert folglich [^y 1 ] = 1. 

Wenn aber zu gleicher Zeit die beiden Congruenzen 
uz—piy 1 = 0, «y— Pi*? = 0 (mod. J) 
Statt finden, so fuhrt gerade die Verbindung dieser beiden Congruenzen zu der- 
jenigen Folgerung, welche dieselben auf anderem Wege zu ziehen nicht er- 
lauben. In der Thal: mulüplicirt man die erste mit 2p y, die zweite mit pz 
und addirt, so erhall man 

Spuyz— ppiy 3 — PPtZ 1 — jTijy^OOnod.tf), oder pptf— * = 0; 
aber * =0 (mod. J), folglich «'sss/*/»,}- 1 (mod. £); und da nun y nicht 

durch <* theilbar ist, so folgt = r. 

Man sieht also, dafs in allen Fällen die beiden Gleichungen 

. C60 fr] " *. fr] " «• 
von denen jede eine unmittelbare Folge der andern ist, die notwendige Be- 
dingung enthalten, damit q ein Theiler von * sei. Ich behaupte, dafe diese 
Bedingung auch hinreichend ist. In der That, wenn die beiden Gleichungen (6.) 
erfüllt sind, so giebt es zwei reelle ganze Zahlen a und ß von der Art, dafs 
a-f ß$ 7 zu p relative Primzahl ist und dafs (a-\-ß(i 7 f = pp l (mod. (J), oder dafe 

(« + /V~i|)(a+/V-M)(«+/V-f»V?) 
durch <? theilbar ist; die Norm dieses Ausdrucks wird also durch q theilbar 
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sein. Die Norm des erslen Factors ist = (a-f ßp 2 —y) (o-f ßQ—&) 
« 7 — aft-l-ft'— /»— (a-f /?(>)*; — («-f-/V)#> Mid die Normen der beiden an- 
dern Factoren werden hieraus erhallen, wenn man statt 17, f> resp. 9*7, p 2 &\ 
p'iy, o& schreibt. Das Product dieser drei Normen, d. h. die Norm des 
ganzen obigen Ausdrucks, erscheint also in der Form *, und * ist somit durch q 
theilbar. Es bleibt noch zu zeigen, dafs die Variabein u = a l — aß-\-ß l —p y 
r=— a, w= — ß keinen gemeinschaftlichen Theiler haben: ein solcher ge- 
meinschaftlicher Theiler morste auch p weilen, also auch a-\-ßo 2 und p; was 
gegen die Annahme ist. 

Wir kommen jetzt zu der Umformung der Gleichungen (6.) mit Hülfe 
des Reciprocitätsgesetzes für die cubischen Reste, welches wir im 27ten Bande 
des Cr*//eschen Journals (Seite 289) bewiesen haben. Wenn zuerst q = 3 n -f 2 

„nd Ö = q ist, so hol man = ["-£.] (Vergl.a. a. 0. Seite 305). Wenn 

zweitens q = 3n-fl = ^,7, und <J = q t ist, so hat man [~-] = [y] 

(a. a. 0. Seite 307 (a.)). In allen Fällen lassen sich also die Bedingungen (6.) 
durch die folgende ersetzen: 

po [£]='• 

Wenn die Bedingung (7.) erfüllt ist, so ist q cubischer Rest zu p t , d. h. es 
existirt ein Cubus A s (welcher immer reell angenommen werden darf), der 
= q (mod. p,) ist. Der reelle Ausdruck i. J — q kann aber nicht anders durch 
p t (heilbar sein, als wenff derselbe auch durch p theilbar ist: folglich ist q 
cubischer Rest zu p. Folgeudes ist also das Resultat der Untersuchung: 

Lehrsatz 3. 

„Alle Primzahlen q t welche zu p cubische Reste sind (in der reel- 
len Theorie), und nur diese, können Theiler der Form <P sein; die 
„nichlcubischen Resle sind die Nic/Ulheiler" 

Wenn also irgend eine zusammengesetzte Zahl M, welche relative Prim- 
zahl zu ip ist , Theiler der Form tf> ist, so müssen nothwendig ihre sömratlichen 
Prim factoren eubische Reste zu p sein. Es ist leicht, mit Hülfe der bis jetzt 
benutzten Principien zu beweisen, dafs diese Bedingung auch hinreichend ist, 
und dafs die Formel 

in der That alle Theiler der Form * dorsteUt (die tu 3v relative Primzah- 
len sind), wenn q, q\ q'\ .... alle möglichen Primzahlen vorstellen, welche 
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mi p sind; was jedoch der Kttrse halber dem Leser über- 
lassen bleibt. 

Das eben ausgesprochene Resultat enthalt die wichtige Wahrheit, dafs, 
ebenso wie bei den quadratischen Formen x^pf, auch alle Primtheüer der 
Form* in einer bestimmten Anzahl, nämlich ±(p— 1), linearer Formen 
enthalten sind. Nach Anleitung unseres Satzes haben wir nachstehende kleine 
Tabelle für die Primtheüer der Formen * construirt. 

Pritntheiler der Form dritten Grades «» -f pp x y*\PP% ** — Zpuyz = 0, 
wo y= v+wq, 2 = v + wq* ist und u, v, w reelle ganze Zahlen sind. 

Formen der Primtheüer von 



P = 



Pi = 



Pi = 



7 
13 
19 
31 
37 
43 
61 

67 

73 

79 

97 



2 + 3? 
-l + 3(, 

5+3* 

5 + 6* 
-4+3* 
-l+6p 

5 + 9 P 

2+9* 
-7 + 3? 



2+3? 
5 + 3* 

-4 + 3? 
— I + 6? 

5 + V 



7n± 1. 
13«+ I, ±5. 
19»+ I, +7, +8. 
31»+ |, ±2, +4, +8, 



15. 



37»+ 1, +6, +8, +10, +11, +14. 



43»+ t, ±2, +4, +8, +11, ±16, +21. 
61»+ l, ±3, +8, +9, +11, +20, ±23, ±24, 
±27, ±28. 

2 + 9p'67»±l, ±3, ±5, ±8, ±9, ±14, ±15, ±22, 

±24, ±25, ±27. 
8 + 9p ? 73»±l, ±3, ±7, ±8, ±9, ±10, ±17, ±21, 
±22, ±24, ±27, ±30. 
-7+3*'79»±l, ±8, ±10, ±12, ±14, ±15, ±17, ±18, 
±21, ±22, ±27, ±33, ±38. 
ll +3p , 97»±l, ±8, ±12, ±18, ±19, ±20, ±22, ±27, 
±28, ±30, ±33, ±34, ±42, ±45, ±46, ±47. 



§ 4. 

Theorie der Gleichung <|>«=i. 
Da die Theorie der unbestimmten Gleichung * — 1 für das Folgende 
von grofser Wichtigkeit ist, und da sich dieselbe unmittelbar an das im §. 2 
Gesagte anschliefst, so wollen wir in diesem Paragraphen zuerst »eigen, dafs 
dieso Gleichung immer ganze Lösungen u, v, w hat, für welche die drei linearen 
Factoren von 4> irrational sind, und sodann das gemeinsame 
welches alle ihre unendlich vielen Losungen verknüpft. 
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I. Zunächst werde bemerkt, dafs, wenn man der Kürze halber 

«-{-(t>-f wo)rj-\- (v+wo 7 )& = y(«, »,«>), 

«+C»+«'C)c»7+(P+«»(» , )p a * = y'(«,t>,«>), 
u+(v-{-wq)(> 7 t 1 -\-(v+wo 7 )q& = y"(«,t>,«>) 
s etat, zwei Ausdrücke wie y(w, v, «>), y(w', v', «/), in denen die Variabein 
als ganze oder auch nur als rationale Zahlen vorausgesetzt werden, nur dann 
einander gleich sein können, wenn « = «', e = r', 10 = 10' ist. Um dies 
zu beweisen, haben wir zu zeigen, dafs aus der Annahme y(«, v, tu) = 0 
nothwendig « = » = «7 = 0 folgt. „Wäre dies letztere nicht der Fall, so wür- 
den die beiden algebraischen Gleichungen nach 77 

u .\-(v + wq)i I + = 0 und v'-PPi = 0, 

1 

mit rationalen coraplcxcn Coefficienten, eino gemeinschaftliche Wurzel y = i(ppi) 
haben. Daraus wurde vermittelst der Operation des gröfsten gemeinschaftlichen 

Theilers weiter folgen, dafs )'(PPi) einer rationalen complexen Zahl gleich sein 
müfste: also müfste pp t ein rationaler Cubus, folglich als ganze Zahl ein ganzer 
(complexer) Cubus sein; was ungereimt ist, da in pp l= zplp t nicht die Ex- 
ponenten der complexen Primfacloren durch 3 (heilbar sind. Aus der Annahme 
y(«,0,«O = y(«', »',«>') folgt aber y(«— «', v— v*, w—w') = 0, folglich 
ti— «'= 0, v— v '=0, w — w'= 0; was zu beweisen war. Natürlich gilt 
derselbe Satz auch in Beziehung auf die beiden andern linearen Ausdrücke 
y' und y". Übrigens lassen sich y' und y" immer auf die Form y bringen; 
denn es ist, wie man sieht, 

xp'(u,v,w) — y(«, — w, t> — «0, 

y"(«, », w) = y(«, — v, — »). 
Da diese letzlere Umformung so einfach ist, so wird sie später immer still- 
schweigend vorausgesetzt werden. Wenn also der Werth von y gegeben ist, so 
sind dadurch die rationalen Zahlen «, v, w vollkommen bestimmt, und durch 
y sind auch y', y" vollkommen mitgegeben; vorausgesetzt, dafs einem solchen 
Werthe von y in der That rationale Werthe von «, v, u> entsprechen: denn 
dafs man dem Ausdrucke y unendlich viele Werthe ertheilen kann, für welche 
v ,v,w auf keine Weise rational bestimmt werden können, leidet keinen Zweifel 
Es folgt auch hieraus, dafs y nur dann einen rationalen Werth erhalten kann, 
wenn v und w verschwinden ; und dieser rationale Werth ist dann immer = «, 
In Beziehung auf die Gleichung * = 1 ist folgÜch «=l, r = 0, «> = 0 die 
einzige .Lösung, für welche y einen rationalen Werth erhält; für alle übrigen 
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Lösungen, so viele es deren auch geben mag, sind y, y\ y" alle drei irra- 
tional, und v, u> können nicht beide zugleich verschwinden. Es ist gut, hier 
sogleich zu bemerken, dafs für reelle Werthe ti, v, u> die drei linearen Fac- 
toren % y\ y" von <f> immer reelle Werthe annehmen, und dafs, wenn die 
Gleichung tf>= 1 erfüllt wird, nur entweder alle drei positiv, oder einer po- 
sitiv, die beiden andern negativ sein können. 

II. Wir haben in §. 2. gesehen, dafs sich die ganze Function 27 
auf die Form 

(1.) 27 (X"-' -f^-'-f ....-J-ar-f I) 
= ü>+p Pl (V-\- WoT+pKtV-L Wq>? - Ap U( V\ IFp)( V-l W?) 
= y(U, V, W)?{ü, V t W)y"(U, V, W) 
bringen läfst, wo U, V, W ganze Functionen von x mit ganzen reellen Coef- 
ficienlen sind. Substiluirt man in der Gleichung (1.) 1, so erhält man 
links 27,/ die Polynome U, V, W gehen in reelle ganze Zahlen über, die 
wir resp. durch U lt Y lt W v bezeichnen, und man erhält 

(2.) 27 p ^ VV/'W\; 
wo der Kürze wegen y x u. s. w. statt y(ü n F M W t ) u. s. w. gesetzt ist. Der 
Ausdruck y t ist nothwendig irrational: denn wäre y, rational, so hätte man 
nach dem in der vorigen Nummer Bewiesenen y t ~Ui und auch y\—y"^U^ 
folglich Ttp— V\\ was ungereimt ist, da/» eine Primzahl, folglich '27p kei- 
nem Cubus gleich sein kann. Die ganze Zahl 17, ist nothwendig durch p 
(heilbar, wie man aus der Gleichung 

27,«= W + pptYt+ppiZt-SpV^Z, 
ersieht, wo J\ = F.+ W^, Z, = F, -j- IF, ^ gesetzt ist. Dividirl man 

3 

daher jeden der drei Factoren y t , y\ , y" durch y'p, so erhält man die Zahl 
27 durch eine eubisebe Form dargestellt , ^welche sich in das Product aus drei 
lineären Factoren zerfallen läfst, von denen der erste folgender ist: 

wo U t = ,T»; während die andern beiden hieraus hervorgehen, wenn man 

S 3 

statt der beiden Cubikwurzeln yp,, }'p 2 ihre übrigen Werlhe setzt, immer mit 
der Beschränkung, dafs das Product beider reell sein mufs. Erhebt man den 
eben geschriebenen Ausdruck zum Cubus, so erhält man einen Ausdruck von 
der Form 

3y(«,r,u>), - 

3 

■ 
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« = i v yT 1 j |p 1 y, j +^z l M.6 /> T I r 1 z l ), 

gesetzt ist ; erhebt man auf dieselbe Weise die beiden andern linearen Factoren 
zum Cubus, so erhält man II (u, v, w) , 3y"(w, v, w). Dafs u eine ganze 
Zahl ist, ergiebt sich daraus, dafs p 1 T, 3 -\-p l F, 3 -f />, Z, 1 — 3 T, F, Z, = 27, 
folglich K = i("27 1(34-6^)^ F,Z.) ist. Ich behaupte jetzt, dafs u, v und w 
durch 3 theilbar sind. Um dies zuerst für v und w zu beweisen, oder, was 
dasselbe ist, für y und «, bemerke man zunächst, dafs aus den Congruenzen 
p'ÜV-f^y'f^Z/^O (mod.3), /> = 1, ^, = ^ = -1, T?=T t , 
Y} == Z, 3 = F, -f W, (mod. 3) die folgende sich ergiebt : T, — 2 V X — 1W X 
~ 0 (mod. 3) , oder T, \ F, -f fF, = 0 (mod. 3) , oder, wie hieraus sogleich 
folgt, wegen F, -f Z, = 2 F, — IF, , T, = F, -f Z t (mod- 3) ; von der andern 
Seite erhalt man aus den obigen Ausdrücket! für y und z 

y = Tl F, - T,Z? + F?Z, , * - 27 Z, - T, F, 1 .{- ^Z? (mod. 3). 
Subsliluirt man nun in diesen Ausdrücken für T,, T,H=F,-fZ, (mod.3), 
so erhält man die folgenden: 

F? + 3F?Z,_Z 3 , Z'-füF.Z.'-F?. 
Da nun Fj^Z, 3 (mod. 3) ist, so sieht man, dafs in derThat y und s, also 
auch c und fr, durch 3 theilbar sind. Um dasselbe für u nachzuweisen, be- 
merke man, dafs 

tt 3 = W—ppif—pp^+Supyz 
ist; alle Glieder auf der rechten Seite sind hier durch 27 theilbar, folglich ist 
auch «* durch '27, mithin w durch 3 theilbar. Es sind also J«, \w ganze 
Zahlen und geben eine Lösung der Gleichung <P = '27. Um nicht zu viel 
neue Buchstaben einzuführen, seien diese drei ganzen Zahlen wiederum blofs 
durch u, v, w bezeichnet. 

Wir wollen jetzt zeigen, wie man durch Cubirun^ aus dieser Lösung 
eine neue Lösung der Gleichung 4* = 27 ableiten kann. Erhebt man den 
Ausdruck y(u, v, w) zum Cubus, so erhält man wiederum einen Ausdruck 
von der Form y, für welchen VV'V" = 27 3 ist; ich behaupte, dafs die neuen 
Variabein alte drei durch 9 theilbar sind, so dafs man durch 9.9.9 » 27? 
dividiren kann und in der That eine neue Losung der Gleichung * = 27 er- 
hält. Nachdem diese Behauptung bewiesen ist, erhellet, dafs man auf diese 
Weise fortfahren und immer aufs Neue aus jeder bereits gefundenen Lösung 



Digitized by Googl 



durch Cubirung eine neue, also unendlich viele Lösungen der Gleichung * — 27 
ableiten kann. Die Werthe der neuen Variabein sind in den Formein 
«' = u'+pp^+pp^ + bpuyz = 27 -f 9puyz, 

z' =z v' + w 'v 7 = Vyz+piuf+pyz') 
enthalten. In Bezug auf «' ist also nichts zu beweisen, und von y' und z' 
sieht man wenigstens, dafs sie den Factor 3 enthalten. Es bleibt noch zn zeigen, 
dafs $y' = \z' = 0 (mod. 3) ist Hiervon überzeugt man sich aber so- 
gleich, wenn man die Congruenzen p=t, p t = p 2 = — 1 (mod. 3), « 3 z= u, 
y 1 — c 3 = v -}- w (mod. 3) und die aus ihrer Verbindung mit der Gleichung 
4* = '27 folgende Congruenz u=y-\-z (mod. 3) zu Hülfe nimmt und dieselben 
in den Formeln für ±y' und ±z* substituirt; die obige Behauptung ist also 
aufser Zweifel gestellL Die zuletzt angedeutete Rechnung ist übrigens der schon 
oben ausgeführten ganz ähnlich, und eine Wiederholung daher überflüssig. 

Alle Lösungen der Gleichung 0 = 27, welche man auf diese Weise 
durch fortgesetzte Cubirung eine aus der andern ableiten kann, sind in der 
Formel 

enthalten, wo 17, , F,, Z, dieselbe Bedeutung haben wie oben; nämlich die 
Werthe der Polynome ü, Y, Z aus §. 2. für *• = l , während n, der Ex- 
ponent vom Exponenten 3, alle ganzen positiven Werthe durchläuft Diese 
Formel liefert, wie aus den) Bewiesenen erhellet, immer ganze Werthe für w» 
y = 0-|-t0(i, z = v-\-w{? 7 , also auch für v und w. Natürlich mufs man bei 
der Anwendung dieser Formel, wie immer bei Formeln solcher Gattung mit 
irrationalen Ausdrücken, je zwei entsprechende Glieder mit einander verglei- 
chen, so dafs die Formel iroplicite drei Gleichungen darstellt; auch mufs man 
sich hierbei der Gleichungen t]*=pp„ d i =pp i , T)&=p, rf^p^, 
erinnern, welche bewirken, dafs jede Entwicklung dieser Art sich immer auf 
drei und nicht mehr wesentlich verschiedene Glieder reducirt 

Es bleibt noch zu zeigen, dafs alle in der Formel (3.) enthaltenen Lö- 
sungen der Gleichung # = 27 von einander verschieden sind. Zu dem 

Ende ist nur zu beweisen, dafs der Ausdruck Vl ^ Yl ^ Zt * , welcher immer 

reell ist, einen von der Einheit verschiedenen Werth hat; denn verschiedene 
Potenzen eines reellen und von der Einheit verschiedenen Ausdrucks sind 

3 # 
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immer verschieden. Es seien der Kurse wegen f^-F^-f Z,£ = 4 nndfl, C 
seien die correspondirenden #) Ausdrücke von A. Wäre nun, gegen die 
Voraussetzung, A = 3y>, so wäre auch A* = 1~p; von der andern Seite ist 
ABC ebenfalls ^17p (2.), also A* = BC, folglich auch ß J = ilC, C*=AB; 
welches die correspondirenden Relationen sind. Hieraus folgt 

A* = B*C* = ^C 1 , J s = ^'C ü = A % B\ 
mithin IT. Da aber A und ß reell sind, so gicht dies A=B, folg- 

lich, wegen A 3 — BC, auch J = C. Addirt man die drei Gleichungen A = A, 
A B, A — C, so erbält man 34 — 3 U„ A=U„ folglich wäre 4 ratio- 
nal; gegen das oben Bewiesene. Die Formel (3.) giebt also in der Thal lauter 
verschiedene Lösungen. 

III. Es wurde in der vorigen Nummer gezeigt, dafs die Gleichung 
0 =j= 27 immer unendlich viele Lösungen hat. Sehen wir jetzt, wie sich Lö- 
sungen der Gleichungen * r= 1 aus jenen ableiten lassen. Wir nennen der 
Kürze halber zwei complexe Ausdrücke, wie u\yr k -\~z&, W \ y'fy-f 
nach dem Modul ii congruent, wenn zu gleicher Zeit die drei Congruenzen 
y^y'p « = «' (mod./i) erfüllt sind; im entgegengesetzten Falle hei- 
fsen sie incongruent. Da es, wenn der Modul = 27 gesetzt wird, nur 27 1 
nach demselben incongruento complexe Ausdrücke geben kann, so werden 
sich unter je 27 J - 1 solchen Ausdrücken wenigstens zwei congruente befin- 
den. Entlehnt man also der Formel (3.), welche unendlich viele verschie- 
dene Losungen der Gleichung <f> = 27 giebt, nur 27 3 -f« solche Lösungen, 
so folgt, dafs sich unter denselben gewifs zwei congruente P= Q (mod.27) 
befinden werden. Es seien P, P" die zu P und Q' f <?" die zu Q cor- 
respondirenden Ausdrücke; dann wird man, wenn man die eben geschriebene 
Congruenz auf beiden Seiten mit Q' Q" multiplicirt, 

PQ'Q" e= QQ'Q" (mod. 27) 
haben. Aber QQ'Q" = '27, folglich PQ'Q"==Q (mod.27); also sind in 
dem Ausdrucke PQ'Q" dio drei Variabelu durch 27 theilbar; man erhält 



*) Die correspondirenden Ausdrücke eines Ausdrucks von der Form w+ytf-f 
mögen ein für allemal die Ausdrücke n-f yQn+zQ" 1 &, n-\-yg' l v\-ZQ& genannt werden, 
welche aus jenen entstehen, wenn man statt der Cubikwurzeln tj, & die andern einfuhrt, 
deren Product ebenfalls reell und = p ist. Es ist zu bemerken, dafs, wenn A, if t L, 
ebenso wie A', Ii', G\ corrcspondircndc Ausdrücke sind und A = A' ist, daraus nolb- 
wcndigZf = Zf', C=C folgt; wie unmittelbar aus 00 fuhrt» vorausgesetzt, da» die va- 
riabcln rational sind, wie dies auch in gegenwärtigen Untersuchungen nie anders der 
Fall ist. Diese beiden abgeleiteten Relationen heften die corretpondirehäen Relationen. 
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mittin, wenn man durch 27 dividirt, in dem Ausdrucke 

eine Lösung der Gleichung 0—1. In der That ist u eine reelle ganze Zahl, 
y, z sind conjugirte com pl exe ganzo Zahlen, und von der andern Seite sind die 

PO'O" P , 0"0 P"00' 

correspondirenden Ausdrücke von y- die folgenden : — , 7 ~» 27 , und 

PPP" 00' 0" 00' 0" 
das Product aller drei ist = ~ = 1 ; wie zu beweisen war. 

Aber diese Lösung ist auch nothwendig irrational; denn wäre es anders, so müßte 

man = 1 haben, d. h. ^ — 1, P = Q, und die beiden Lösungen 

P und Q wären nicht verschieden, wie doch angenommen wurde. 

IV. Nachdem man sich aui diese Weise überzeugt hat, dafs die 
Gleichung immer in ganzen reellen Zahlen u, v, w lösbar ist, für 

welche die drei linearen Factoren von <P irrationale Werthe annehmen , kommt 
man zu der weit schwierigeren Untersuchung, welche die wirkliche Angabe 
aller Lösungen und die passende Anordnung unter denselben betrifft Die 
Peitsche Gleichung bietet bis jetzt das einzige Beispiel einer solchen Anord- 
nung von unendlich vielen Lösungen dar ^ aber unsere Gleichung, wiewohl in 
mehreren Puncten jener sehr ähnlich, zeigt in dieser Hinsicht so wenig Ana- 
logie, dafs es mir, trotz der, wie man sehen wird, grofsen Einfachheit und 
Eleganz des Resultats, erst nach vielen mühsamen Versuchen gelungen ist, das 
Gesetz zu entdecken. 

Wenn u, v, w irgend eine Lösung der Gleichung </> = 1 ist , für 
welche der erste Linearfactor A = «-]-(»-}- w^)r t -j-(t7-j-tp(> 2 )# einen irratio- 
nalen Werth hat, und B, C die dem A correspondirenden Factoren sind, so 
behaupte ich, dafs nie irgend eine ganze Potenz von A irgend einer ganzen 
Potenz von B gleich sein kann, d. h., dafs die Gleichung A m = B* nie durch 
irgend welche positive oder negative ganzo Werthe von tn und n (m — n = 0 
ausgeschlossen) erfüllt werden kann. Denn exislirte wirklich, gegen die Be- 
hauptung, eine Gleichung von dieser Form, so sind nur zwei Fälle denkbar. 
Entweder man hat in = n, also A m = B m t folglich auch die correspondiren- 
den Relationen B m = C m , C m = A m , d. h. A m = B m -=C n ; da man aber 
auch A m B M C m = 1 hat, so würde hieraus A m = 1, A — 1 folgen, und A gegen 
die Voraussetzung irrational. Oder m und n sind verschieden ; aus A m = B" 
folgen die correspondirenden Relationen B m = C* f C m = A*f erhebt man die 



— 22 — 

erste dieser drei Gleichungen zur Potenz m 7 , und benutzt die zweite und 
dritte, so erhält man * 

was offenbar unmöglich ist, da >4 reell und von der Einheit verschieden ist, 
also zwei verschiedene Potenzen von A, nämlich die wHe und, n'te nicht 
einander gleich sein können. Da beide Fälle nicht stattfinden können, so ist 
die Behauptung erwiesen. — Es wird in der Folge häufig die Rede von 
dem natürlichen Logarithmen des absoluten Werthes eines reellen Ausdrucks 
sein; wir wollen uns zu diesem Behufe des Zeichens Log bedienen, so dafs 
für irgend einen reellen Werth k, Log Ar = log Ar ist, wenn Ar positiv, dagegen 
LogA? = log( — Ar), wenn k negativ ist, oder, wenn man will, in allen Fällen 
Log Ar = \ log(Ar 1 ) =Jog(-f- /Ar'). Wir haben schon in (I.) gesehen, dafs jede 
Lösung ff, r, w der Gleichung *= I durch den Werth von A vollkommen 
bestimmt ist; sie ist es aber auch durch den Werth von LogA; denn durch 
Log ,4 ist A in 30 weit bestimmt, dafs man nur Über das Vorzeichen zweifel- 
haft sein* könnte; jedoch von den beiden Linearfactoren ±A kann nur einer 
die Gleichung erfüllen, während der andere, für welchen die Variabein k, v, w 
in — «, — v, —w übergehen, die Gleichung * = — I befriedigt, also ist 
auch das Vorzeichen von A vollkonynen bestimmt. 

Für alle Lösungen unserer Gleichung, mit Ausnahme der einzigen «= 1, 

» = u> = 0, ist der Werth von immer nothwendig irrational; denn wäre 

J^llJ = ~ , wo m und n ganze Zahlen sind, so wäre »iLog A = nLogB, also 

indem man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht, (+ A) m =* (±B) n und 
A 7m =B u ; gegen das oben Bewiesene, dafs keine Potenz von A einer Po- 
tenz von B gleich sein kann. Es folgt hieraus unmittelbar, nach einem be- 
kannten und wichtigen Satze, auf welchen auch Jacobi seine Untersuchungen 
über mehrfache Periodicität gegründet hat, dafs es immer unendlich viele ganze 
Zahlen m und n giebt, für welche der absolute Werth des Ausdrucks 

wLogJ-fnLogß = l 0g A(m\^-\n) 

unter einer behebig gegebenen, noch so kleinen positiven Grenze « liegt. Wir 

können jetzt den Satz beweisen: 

Dafs es immer unendlich viele Lösungen unserer Gleichung giebt, für 
welche der absolute Werth des ersten Linearfactors von </» der Ein- 
heit so nahe kommt, als man tritt. 
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In der That: wenn für irgend eine, bereits bekannte (irrationale) Lösung 
unserer Gleichung, A der Werth des ersten Linearfoctors ist, B und C die 
beiden andern Linearfactoren sind, und man seist A'=A m B n t so giebt A' 
für alle ganzen Werthe von m und n Lösungen unserer Gleichung. Für po- 
sitive Werthe von m und n ist dies von selbst klar, und für negative Werthe 
der Exponenten darf man nur ~, ^ resp. durch BC, AC ersetzen. Nun ist 
LogA' = mLogA-\-n LogB, also kann man über rn und n auf unendlich 
viele Arten so disponiren, dafs der absolute Werth von LogJ'<e wird, 
und folglich kann man für unendlich viele Lösungen den absoluten Werth von 
Log A' der Null, mithin den absoluten Werth von A' der Einheit so nahe 
rücken, als man will. 

Hingegen giebt es nur eine endliche Anzahl von Lösungen, oder 
vielleicht gar keine, für welche zugleich die beiden Bedingungen ±Log A<t, 
±LogB< t' erfüllt werden, wo e und e' irgend zwei gegebene positive 
Constanten sind. 

Die Richtigkeit hiervon kann zwar leicht analytisch nachgewiesen wer- 
den, indem man Grenzen für die Yariabeln u, v, w selbst angiebt, welche den 
gemachten Bedingungen entsprechen: aber am deutlichsten wird der Gegenstand 
wenn man eine geometrische Anschauung zu Hülfe nimmt. In der That: wenn 
man alle Puncte des Raumes durch rechtwinklige Coordinaten u, v, w aus- • 
drückt, und A, B, so wie * als Functionen derselben betrachtet, so siebt man 
durch die einfachsten Sülze der analytischen Geometrie ein, dafs alle Puncte 
des Raumes, für welche die beiden oben aufgestellten UngJeichheitsbedingun- 
gen und die dritte 0<*^1 erfüllt sind, einen vollkommen begrenzten und 
von allen Seiten eingeschlossenen Körper ausmachen. Theilt man den unend- 
lichen Raum durch gleich weit entfernte Ebenen parallel mit den Axen in 
lauter gleiche Würfel mit den Dimensionen = I , so entsprechen den Eck- 
puncten dieser Würfel die ganzen Werthe von u, v, w; aber offenbar kön- 
nen innerhalb des endlichen Körpers und auf dem ihn begrenzenden Theil der 
Oberfläche *=1 nur eine endliche Anzahl von Würfeleckpunctcn Hegen; 
folglich ist unsere Behauptung aufser Zweifel gestellt. 

Folglich giebt es auch nur eine endliche Anzahl von Lösungen, 
für welche 

(4.) N(Log A — q Log Ä)< « ist *). 

• * * 

*) Unter der Norm eines complexen Ausdrucks ft-\-vi, Af(fi-t-vi) t verstehen wir 
immer den Ausdruck [fi-{-vi)<f* — vi) = /4»-f v % , wenn p, und v reell sind. 
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Denn die Bedingung (4.) ist gleichbedeutend mit dieser: (2logA -f LogÄ) 1 
-f 3(Logfl)'<4f, oder auch mit dieser: (*iLogß-f Log J) 1 -}- 3 (Log J) l <4e, 
welche die beiden folgenden nach sich ziehen: (LogÄ) J <if, (Log^) 1 «^«; 
so data wir auf den vorigen Satz zurückkommen. 

Läfst man demnach die positive Constante « stelig abnehmen, so wird 
man einmal zu einem so kleinen Werthe von t gelangen, dafs es durchaus 
keine irrationale Lösung der Gleichung <f> = 1 giebt, für welche die Bedin- 
gung (4.) erfüllt ist. Steigt man von einem solchen Werthe von e wiederum 
stetig aufwärts, so mufs man einmal zu einer Lösung gelangen, für welche 

genau A : (Log.4 (>LogJ?) — * ist, ohne dafs diesem vollkommen bestimmten 

Werthe von f, den wir durch a bezeichnen, irgend eine andere der Bedin- 
gung (4.) genügende Lösung entspricht. Es kann mehrere Lösungen geben, 
für welche 

(5.) N(LogA-QlogB) = a 
ist, aber wenigstens wird man auf diesem Wege überzeugt, dafs es aufser der 
Lösung « = 1 , r = w = 0, welche wir immer von der Betrachtung aus- 
schliefst, keine andere giebt, für welche 

\(LogÄ — pLogB) < <i wäre. 
Alle Lösungen, welche dem Minimum \on N{LogA — QhogB) ent- 
sprechen, d. h. welche der Gleichung (5.) genügen, heifsen Fundamenial- 
* Auflösungen der Gleichung </>=!. 

V. Wenn A, B, C die drei Linearfactoren von <I> sind , welche einer 
beliebigen, aber bestimmten Fundamental- Auflösung entsprechen, so be- 
haupte ich, dafs alle möglichen Lösungen unserer Gleichung in der Formel 

(6.) u\-{v-\-wQ)i]-\-{v-\-wff l )*> — A' = A m B" 
enthalten sind; wo m, n alle möglichen positiven und negativen ganzen Zahlen 
und die Null zu Werthen erhalten müssen. 

Erstlich sind in der Thal alle Werthe von u, v, w, welche die Formel (6.) 
ergiebt, Lösungen der Gleichung # = 1 ; denn einerseits giebt die Formel nur 
ganze Werthe für die Variabein, und andrerseits sind die dem A' correspon- 
direnden Linearfactoren 

B' = B m C\ C ' = C m A% 
folglich ist das Product aller drei 

ABC' = (ABC) m * H = i. 
Zweitens entsprechen verschiedenen Werthen der Exponenten verschie- 
dene Lösungen ; denn aus der Annahme A m B n — A m 'B n ' folgt A m " m ' = B n '~" f 
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was nach dem schon in (IV.) Bewiesenen nicht sein kann, aufser wenn 
»i — «' = <), n'- n= 0, also m = m', n = n' ist. d. h. wenn die Expo- 
nenten übereinstimmen. 

Für alle Lösungen der Formel (6.) hat man 

A' = A m B", B' B m C" = = A~B—\ 

folglich 

(7.) LogA' = MLogA\nLogB, LogB' — — «Log-4-f («i — n)LogB. 
Aus der Verbindung dieser beiden Gleichungen erhfilt man die merkwürdige 
Formol 

(8.J LogA'—QhogB' — {m-\ n{t) (Log A—(t LogB i\ 

nileWerthc von Log^l'- * q Log B' werden also aus dem einzigen LogA — y Log Ii, 
welcher der Fundamental- Auflösung, also dem Minimum entspricht, durch 
Multipliculion mit allen möglichen complexen ganzen Zahlen m-f ge- 
funden. Der Karze wegen soll für jede Lösung der Ausdruck Log 4'— p Log Ä' 
der Regmfktor genannt werden. 

Die Gleichung (8.) ist eine nothwendige Folge .der Gleichung (6.); 
aber umgekehrt ist auch (6.) eine notwendig* Folge von (8.); denn da Log A' 
und LogB' reell sind, so zerlegt sich die Gleichung (8.) in Gleichungen, 
welche genau die Gleichungen (7.) sind, von denen wiederum die erste nur 
eine andere Form der Gleichung (6.) darstellt. Wenn man also, was jetzt 
noch übrig bleibt, zeigen will, dafs es keine andern Lösungen der Gleichung 
* = 1 giebt, als die in (6.) enthaltenen, so löfst sich dieses Problem sogleich 
auf ein anderes roduciren, welches zu beweisen verlangt, dafs der Regulator 
jeder Lösung in der Form (m-\-ny){LogA — yLog ß) enthalten sei. 

Es seien a, b, c die Linearfactoren. welche irgend einer Lösung ent- 
sprechen, die man auf irgend eine Weise gefunden hat. Setzt man 

a' r= uA m B", b' = bB m C", c' = cC m A", 
so sind a'j b' t c' die correspondirenden Linearfacloren för ebenso viele neue 
Lösungen, als man den Exponenten «», n ganze Werthe giebl. Da aus 
a' = aA n B\ b = bB^C" = bA-"B m -\ 

Loga' = Loga -\ mLogA-\- n LogB und 
LogA' = LogA — n LogA f (w— n)Logß 
folgt: 'so erhfilt man den Regulator aller dieser neuen Lösungen wie folgt aus- 
gedrückt : 

Loga' — (»LogA' = Loga—4>Logb-\-(tn+nQ)(LogA — (tLogB), 
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Nun sind zwei Fülle denkbar: entweder ist der Quotient 

welchen wir = *-\-ßt? setzen, einer complexen ganzen Zahl gleich: oder dies 
ist nicht der Fall. Der erste Fall entspricht unserer Behauptung. _ Im zweiten Falle 
kann man immer die ganzen Zahlen m und n so bestimmen, dafe die absoluten 
Werthe der beiden reellen Zahlen a-\-m und ß-f n m ^ er der Grenze ± liegen; 
d. h. dafs die absoluten Werthe des reellen Tbeils sowohl , als des Coefficienten 
von (f in dem Ausdrucke (9.), unter der Grenze l liegen, ohne dafs beide Theile 
Null sein können, weil eben nicht a und ß zugleich ganze Zahlen sein sollen. 
Für solche Werthe von m und n wird die Norm des Ausdrucks (90 ^ f , 
aber >0. In diesem zweiten Falle würde es also eine Lösung geben, für 
welche die Norm des Regulators 

>0 und zugleich <I fiV(Log.4 — pLogB) wäre. 
Dies ist aber offenbar unmöglich und widerspricht der Definition der Funda- 
mental -Auflösung, nach welcher sie gerade diejenige sein sollte, für welche 
die Norm des Regulators ein Minimum ist. Da der zweite Fall nicht Statt 
finden kann, so ist die Behauptung bewiesen. 

Als eine Anwendung des eben gefundenen Resultats, wollen wir alle 
Fundamental -Auflösungen aufsuchen. Fundamental- Auflösungen sind alle die- 
jenigen, für welche die Norm des Regulators = a ist. Da alle Regula- 
toren in der Formel (m -| -wo) (Log 4— o Log B) enthalten sind, so ist 
iV(m4-»o)iV(Log^— pLogß) = o zu setzen; aber N(LogA — pLogß) ist 
selbst =o, also ist N{m \- n?) — 1 zu setzen; für M-f»e sind also alle 
coraplexe Einheilen zu nehmen ; welches die folgenden sechs Systeme von Wer- 
then für m und n giebt: I, 0; 0, 1; —I, — l; —1, 0; 0, —1; I, 1. Es 
giebt also genau sechs Fundamental -Auflösungen; es sind diejenigen, welchen 
die folgenden Werthe des ersten Linearfactors von * entsprechen: 

A, B, A- l B-\ 
A-\ B~\ AB, 
oder, was dasselbe ist, die folgenden: 

A, B, C, 
Iii 
TT* 17 

Das Resultat der ganzen Untersuchung Ififst sich wie folgt aussprechen : 
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Lehrsati 4. 

„Die Gleichung, <P = 1 hat immer sechs Fundamental -Auf lösun- 
„gen, von denen je drei durch hlofse cy ein che Permutation der cor- 
„respondirenden Linearfactoren A, B, C entstehen, und für welche 
„die Norm des Regulators 2V(Log4 — pLogß) zu einem Minimum 
„(J > 0 gemacht wird. Sind für eine dieser Fundamental- Au f- 
„lösungen A und U zwei cor respondir ende Linearfactoren, so gieht 
„die Formel A M B\ oder die Formel (m-\-ng)(LogA — ohogB), alle 
„Lösungen der Gleichung #= 1." 
Es wire noch übrig, einen einfachen Algorithmus anzugeben, durch 
welchen man für jeden Werth von p eine Fundamental- Auflösung der Glei- 
chung <i> = 1 mit Leichtigkeit bestimmen könnte. Indessen, da diese Frage 
für die Theorie von weniger Interesse ist, und da die Methode, welche wir 
gefunden haben, noch viel für die Praxis zu wünschen übrig ltifst, so bleibt 
die Lösung dieser Aufgabe für eine spätere Gelegenheit vorbehalten, und wir 
begnügen uns, hier die Möglichkeit und die Existenz der Fundamental - Auf- 
lösungen nachgewiesen zu haben (Vergl. §. 9. am Schlüsse). 

* 

A Von den assoeiirten Formen. 

§• 5. 

I. Die wichtigsten Eigenschaften der Form * können nicht vollständig 
erkannt und streng bewiesen werden, ohne dafs man ein ganzes Gebiet von 
neuen Formen hinzunimmt und diese in Gemeinschaft mit der Form 4> be- 
trachtet. Wenn man auf die Form deren drei lineare Factoren wir durch 
A, B, C bezeichnen, eine Substitution von der Form 

i u = au-f«'*-f- a"n>, [ «, a' f a" \ 
(1.) v = ßu + fl'v + ßorv, ß, ß', ß" 
\ w — y ii \ to, \y,y',y"i 

anwendet, deren Coefficienten reelle ganze Zahlen sind und deren Determinante 

(2.) aß'y" — a ß"y'-\-a'ß"y — a'ßy" -\- a"ßy* — <t" ß' y = J 
ist, so geht die Form 0 in eine neue eubische Form mit den drei Variabein 
u, b, ro und mit ganzen Coefficienten über, welche, mit Ausschlufs derer von 
u\ to 3 , ro s , alle durch 3 theilbar sind. Der Linearfactor A geht durch diese 
Substitution in 

(3.) {«+(/? +yQ)v + OH y?)&\ u -f (/?'+ y'o) v -f »\ * 

4» 
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über, wahrend die beiden andern Linearfactoren B, C sich in die dem '3t cor- 
respondirenden Ausdrücke verwandeln, welche wir durch 9, <$ bezeichnen. 
Setzt man der Kürze wegen 

*H -(ß rrrtw+iß+rrtfö = Q, 

PQR, welches eine reelle ganze Zahl ist, = «, und mnlliplicirl ?l mit QR, 
^ mit PR y <S mit PQ, so nehmen die drei Producte QRX, PÄi», P0S 
die Formen 

(4.) = flu f {6 f(c j »/-j-HW^I {*'+(« f rf'pV»; -f (c' f tf>V#}m, 

an, so dafs die neue Form in welche </> übergeht, so geschrieben werden kann: 

(5.) 1 (fl u -f (H (c+ *», -f (c f-rfe') v -f {*' J i? -i (C-f w) 

(etc.) (elc.) , 

nämlich als das Producl der drei Ausdrücke zur Rechten in (4.), dividirt 
durch fl'. Die Buchstaben 

(5*.) fl, b, c, d, b', &, d' 
bezeichnen reelle ganze Zahlen. Sehen wir, welche Eigenschaften diese gan- 
zen Zahlen (5*.) besitzen. Zuerst zeigt sich, dafs wenn mau das Product 
dor drei Factoren in den Klammern (5.) entwickelt und nach Polenzen und 
Producten der Variabcln u, t>, n> ordnet, jeder Coefücient durch a? theilbar 
sein wird: denn wenn man jeden Coefficienlen wirklich durch a 1 dividirt, so 
erhält man genau die Form F; welche offenbar ganze CoCfGcienten hat. Wenn 
man die Ausdrücke für ?l, £5, £ als ein lineäres System von Gleichungen 
mit den Unbekannten u, p, ro ansieht (<S>), so ist dieses System offenbar aus 
dem System 

(6.) J B = «-{-(*+ wq) 9 ti -f-(t>-f m>oV#, 

und aus dem System (1.) zusammengesetzt. Das System (6.) kann seiner- 
seits wiederum als aus den beiden Systemen 

A = «-}- 17/ -f 9z, | l u = u, 

C — n-j- e'fly-f Q& z > ' I * = v-\- wf/r 
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zusammengesetzt betrachtet werden, d. b. aus den beiden Systemen 
( i, ^ * ) | 1, 0, 0 ) 

(70 1, } und (8.) 0, 1, 9 . 

I l, ?n* ^ I I o, i, oM 

Die Determinante des Systems (&) ist folglich nach einem bekannten 
Satze gleich dem Producte der drei Determinanten der drei Systeme (7.) , (8.) 
und (1.). Die Determinante von (7.) ist offenbar = ^^Cp 7 — <>-f-(» ? — p-f Q* — (0 
= 3p((* 7 — (>); die von (8.) ist = p* — p, und die von (1.) ist —d\ folg- 
lich ist die des Systems (&), = — 9p J ', mithin die Determinante des Sy- 
stems (4.), = — QarpJ, weil das System (4.) aus (&) entsteht, indem man 
die drei Horizontalreihen des letztern resp. mit QR, PR, PQ multiplicirt. 

Das System (4.) kann man sich aber noch auf eine ganz andere Art 
entstanden vorstellen, nämlich aus Zusammensetzung von (7.)) (8.) und 

j a, b, b' j 
(9.) ] 0, c, c' ). 
I 0, d, d' I 

Da die Determinante dieses letztem Systems offenbar = a(cd'—c'd) ist, so 
erhält man für die des Systems (4.) auch 

= -9ap(cd'-c'd). 
Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem vorhin für dieselbe Determinante ge- 
fundenen , so ergiebt sich 

(10.) cd'— Cd aJ. 
Dieser Gleichung genügen also immer die in den Linearfactoren der neuen 
Form vorkommenden ganzen Zahlen c, c', d, d'. Ist namentlich d = 1 , so 
hat das umgekehrte System von (1.), welches die neuen Variabein durch dio 
alten ausdrückt, ebenfalls ganze Coefficienten; denn dieses umgekehrte System 
wird dann 

ß'y"—ß<y, a"y'—a'y", a'/?"— «"/?' \ 
ß"y< — ßy", a y"- a"y , a"ß —aß" J , 

durch welches man rückwärts die Form F in die Form * transformiren kann. 
In diesem Falle nennen wir die beiden Formen * und F aequwalettf, und 
man hat dann blofs 

(11.) cd'-c'd = a. 

II. Wenn man alle in (I.) entwickelten Eigenschaften derjenigen For- 
men zusammenfafst, welche der Form * aequivalent sind, und blofs davon 
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abstrahirt, dafs diese Formen aas * durch eine Substitution (1.) hervor- 
gingen, gelangt man xu folgender Definition derjenigen Formen, welche wir 
associirte Formen der Form * nennen. 

Definition. 

„Jede homogene ganze Function dritten Grade* mit drei Varia- 
bein u, v, w und reellen ganzen Coefficienten ohne gemeinschaftlichen 
T heiler, welche die Form 

au i -\-3bu I v-\-6b Vw-f-3*«» ? -f- Wuvw+W W-f W+M'v'w+Sl' W-f l"u? 
hat, und welche, wenn man sie mit dem Quadrate ihre» ersten Coefficien- 
ten a 7 multiplicirt, eich als ein Product von drei correspondir enden Li- 
near factoren darstellen lüfst, wie 

in welchem a, b t c, d, b' t c', d' reelle ganze Zahlen sind, die der Be- 

di na una 

^ * (11.) cd'—e'd = u 

genügen, heifst eine der Form <f> associirte Form." 

„Je zwei homogene Functionen dritten Grades mit 3 Variabein 
und ganzen Coefficienten heifsen aequivalent, wenn man von der einen 
zur andern vermittelet einer Substitution (1.) übergehen kann, deren De- 
terminante J der Einheit = -f 1 gleich ist. Diese Beziehung ist immer 
eine gegenseitige," 

Man bemerke, dafs dasjenige lineare System, welches die Linearfacto- 
ren einer associirten Form in die Variabein der Form ausdrückt, aus den drei 
folgenden Systemen zusammengesetzt betrachtet werden kann: 

1, V, & ] Ii, o; Ol ja, b t b' 

1, QV, 5, ( 0, 1, o \ und J 0, c, C 
1, (,',,, o& ) [ 0, 1, o 7 ) ( 0, d, i' 

wo wir wieder der Kurze halber %(ppj = r), %(pp 7 ) = & gesetzt haben, und 
wo immer rj»=p vorausgesetzt wird. Die Determinante des dritten Systems ist 

= a{cd'-c'd) = <r. 
Jede der Form * associirte Form 
F^atf+Sbiev+Wtfw+Skuv'+Wuvw+WW 
Ufst sich auf die Form 
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t F = ^ {au + X'v+k"w} {au+ u.'v+ u."w}iau+v'v+ r"t*} 
bringen 9 wo 

p' = < = y+^i+zv*. 

« = c-f^, e'=V-f<*'(>, f=c+da\ f = c'+d'<i l 
ist, während b, c, d, b' t c*, d' ganze Zahlen sind nnd die Gleichung cd'—c'd 
= a erfüllt ist. Entwickelt man den Ausdruck des Products für F in der 
zweiten Form und vergleicht diese Entwicklung mit der ersten Form, so zeigt 
sich, dafs die sieben folgenden Congruenzen 

lb*=pef (möd.«), 2bb'=sp {ef+e'f), b n =pe'f' (mod. a); 
l & y -{rPPt^-^PPif 3 — ipbef = 0 (mod. a*), 

(12.) 7 b'b'+pp^c'+pp^f = p(bef*+be'f+b'*f) (mod.a 5 ), 

[ v^pp^+pptr-Spb'e'r == O (mod.«') 

erfüllt sind. 

Entwickelt man das Product der drei Facloren 
(13.) {au + 1*9+1** w) [au+fi'v+ /t" w) {au + v' v+v" w) 
und ordnet die Entwicklung nach Potenzen und Producten der Variabein, -so 
ist a J gemeinschaftlicher Theiler aller Cotfficienten, aber zugleich ihr gröfster 
gemeinschaftlicher Theiler; denn sonst hallen auch die Codfficienten der Form 
F einen gemeinschaftlichen Theiler; gegen die Voraussetzung. 

Die sieben Congruenzen (12.), zusammen mit der Gleichung cd'—c'd 
±;a, welche mit ef—e'f= gleichbedeutend Ist, enthalten dasCha- 

racterislische der assocürten Formen. Letztere Gleichung Iäfst sich auch so aus- 
sprechen, dafs die Determinante desjenigen linearen Systems, welches sich aus den 
9 CoSfficienten der drei linearen Factoren von a*F bilden tatst, = •*-9pa 2 ist. 

Wenn irgend zwei ternare cubische Formen aequivalent sind, so ist 
der gröTste gemeinschaftliche Theiler der Coöfficienten der einen gleich dem 
gröfslen gemeinschaftlichen Theiler der Coefficienten der andern. Denn da die 
beiden Formen aequivalent sind, so hat man ein lineares System (1.), wel- 
ches die erste in die zweite, und ein umgekehrtes, welches die zweite in die 
erste transformirt ; und da von der andern Seite bei jeder Transformation die 
c Coöfßcienten der neuen Form ab, lineare homogene Functionen der Coftfficienten 
der alten Form dargestellt Werden können, folglich jeder gemeinschaftliche 

i ' * 
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Theiler, welchen diese hat, auch in jenen enthalten sein mufs, so wird 
nothwendig bei zwei aequivalenten Formen jeder gemeinschaftliche Theiler 
der Coefficienten irgend einer von beiden auch ein gemeinschaftlicher Theiler 
der Coöfficienlen der andern sein. Haben daher die Coefficienten der einen 
von beiden keinen gemeinschaftlichen Theiler, so findet Dasselbe auch für Hie 
andere Statt. 

Die Coefficienten der Form* haben keinen gemeinschaftlichen Theiler: 
folglich gilt dasselbe auch für jede der Form * aequivalente Form. Hieraus 
und aus dem im Anfange dieses Paragraphen Gesagten folgt, dafs die Form <t> 
sich selbst assocwrt und dafs jede der Form 4> aequivalente Form eine 
associirte Form ist; aber es kann aufser diesen auch noch andere associirte 
Formen geben. 

Lehrsatz 5. 

,, Wenn von zwei aequivalenten ternüren cubisehen Formen die 
„erste der Form 4* associirt ist, so ist auch die zweite eine asso- 

„cürte Form." 

Beweis. Es sei F eine associirte Form, welche durch die Substitu- 
tion (1.), deren Determinante J= 1 vorausgesetzt wird, in die Form G über- 
geht: es ist zu beweisen, dafs G eine associirte Form ist. Zuerst ist klar, 
dafs die Form G lauter ganze Coefficienten haben wird; dafs, wie die Sub- 
stitution selbst zeigt, alle diese Coefficienten, mit Ausschlufs derer, welche in 
die Cuben der neuen Variabein multiplicirt sind, durch 3 (heilbar sein werden, 
und dafs samuitliche Coefficienten, wie aus dem vorhin Gesagten erhellet, keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben werden. Es bleibt nur noch zu zeigen, dafs 
G. auf die den associirlen Formen eigenthümliche Form gebracht werden kann. 

Da F durch die Substitution (1.) in G übergeht, so geht a 7 F, wenn a 
den ersten Coefficienten von F vorstellt, durch dieselbe Substitution in a 2 G 
über; aber arF ist nach der Voraussetzung gleich dem Producte dreier cor- 
respondirenden Factoren wie die in (13.): sehen wir, wie diese drei linearen 
Factoren sich bei der Substitution (1.) verhalten. Die drei Factoren geben 
durch die erwähnte Substitution offenbar in ebenso viele neue lineäre Aus- 
drücke mit den neuen Variabein der Form G über; diese letzteren Ausdrücke 
besitzen aber nicht mehr die Eigenschaft derer in (13.), dafs die Coefficienten 
des ersten Variabein ganze Zahlen sind, sondern in ihnen sind sümmlliche neun 
Coefficienten von derselben Form, wie die Ausdrücke A', *>'. Bezeichnet.' 
man resp. durch ft. v die ersten Coefficienten, d. h. die Coefficienten des 

» .• ■ 

^ - * ■ 
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ersten neuen Variabein, in diesen drei neuen linearen Ausdrücken, so ist das 
Producl Xfiv offenbar nichts anders, als der erste Coefficient der Form fi> 
welchen wir mit a, bezeichnen, multiplicirt mit a% so dafs man also Xftr 
= setzen kann. Multiplicirt man jetzt den ersten der drei neuen cor- 
respondirenden Ausdrücke mit den zweiten mit Ak, den dritten mit Xu, 
so erhalt man ein drittes System von linearen Ausdrücken; diese werden 
wieder dieselbe Eigenschaft haben, wie die linearen Ausdrücke in (13.), dafs 
die Cogfficienten der ersten Variabel ganze Zahlen sind. In der That: in 
allen dreien ist der Coefficient der ersten Variabel ==a 1 «,, weil luv = a 2 a l 
ist; und überhaupt wird dieses dritte System genau von derselben Form sein, 
wie das in (13.). Dieses dritte System sei daher 

[ a'a.u-f K* -K> 

wo gesetzt sein mag : 

Das Product dieser drei Factoren in (14.) ist = Vfi 9 v , JG=** l l G, folglich 
hat man 

Es sind jetzt zwei Bebauplungen zu beweisen: erstlich, dafs 

*l £x 4 *! £« < 
«" ««' «*' «»' «»' a 1 

^anze Zahlen sind, und zweitens, dafs 

c , rf^ _ rf^ 

ist. Man sieht, dafs, sobald diese beiden Behauptungen bewiesen sein werden, 
die Richtigkeit des Satzes aufser Zweifel gestellt sein wird. Wir beginnen 
mit dem Beweise der zweiten Behauptung. 

Dieselbe verlangt nichts anders zu beweisen, als dafs die Determinante 
des linearen Systems 

* 



Digitized by Google 



Wenn eine associirte Form einer «weiten und diese einer dritten aequi- 
valent ist, so ist auch die erste der dritten aeqoivalent. Es gehe die Form F 
durch eine Substitution S, deren Determinante = 1 ist, in die Form G aber, 
und es gehe G durch eine Substitution T, deren Determinante ebenfalls = I 
ist, in die Form U aber: sodann geht offenbar F in U aber, durch die aus 
S und T zusammengesetzte Substitution, welche wir durch SxT bezeichnen; 
die Coefficienten dieser neuen Substitution sind nothwendig ganze Zahlen, weil 
die von <S und T als solche vorausgesetzt werden, und ihre Determinante 
ist gleich dem Froducte der Determinanten der beiden Substitutionen & und 2\ 
also = I ; folglich sind die beiden Formen F und // in der Thal aequivalenl. 

Wenn iu einer Reihe von beliebig vielen associirlen Formen jede ihrer 
folgenden aequivalent ist, so ist auch die erste der letzten und jede beliebige 
Form dieser Reibe jeder beliebigen andern derselben Reihe aequivalent. 

Alle der Form 0 associirlen Formen können folglich in Clausen ein- 
gelheilt werden, wenn man je zwei associirte Formen in dieselbe oder in ver- 
schiedene Classen aufnimmt, je nachdem sie aequivalent sind, oder nicht. Die 
Form </> selbst, mit allen ihren aequivalenlen Formen, bildet die erste Classe. 
Sind nun noch außerdem associirte Formen vorhanden, so nehme man irgend 
eine von ihnen ; sie bildet mit allen ihr aequivalenten Formen die zweite Classe. 
Von den dann noch vorhandenen nehme man wiederum irgend eine «und ver- 
einige sie mit allen ihr aequivalenten in die dritte Classe, und so weiter fort, 
bis alle associirlen Formen erschöpft sind. Wenn man, nachdem diese Classi- 
fication ausgeführt ist, aus jeder Classe eine Form nach Belieben herausnimmt, 
so wird ein solches System offenbar die doppelte Eigenschaft haben, dafs 
jede associirle Form einer, aber auch nur einer von ihnen aequivalent ist. 

III. Wenn man aus einer associirlen Form F zwei andere bildet, 
indem man von den drei linearen Facloren, in welche sich ä*F zerlegen läfsl. 
den zweiten zum ersten (also auch den dritten zum zweiten, den ersten zum 
dritten), oder den dritten zum ersten (also auch den ersten zum zweiten, den 
zweiten zum dritten) macht, so heifsen, F mitgerechnet, diese drei Formen 
correspondirende Formen; das Schema fttr correspondirende Formen ist. 
wenn man die drei linety-en Formen von ä'F durch I, 2, 3 bezeichnet, 







'1, 


3, i 


3, 


1, * 
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Obgleich correspondirende Formen in Beziehung auf ihre Coefficienten voll- 
kommen mit einander abereinstimmen, so werden sie doch in der gegenwärtige! 
Theorie als verschiedene Formen angesehen. Damit zwei associirte Formen al 
identisch betrachtet werden können, ist nöthig, dafs man sich die Producte aus 
den Formen in die Quadrate ihrer ersten Coefficienten auf die Weise in Facto- 
ren zerlegt vorstellt, dafs der erste Factor mit dem ersten Factor, der zweite 
mit dem zweiten, der dritte mit dem dritten übereinstimmt. In demselben Sinne 
ist Alles zu nehmen, was spater über Transformation der assoeiirten Formen 
gesagt werden wird. Wenn wir z. B. von Transformationen sprechen, welche 
eine associirte Form F in sich selbst übergehen lassen, so meinen wir immer 
solche, welche, abgesehen von constanten Mulliplicatoren, jeden der drei linearen 
Factoren in sich selbst verwandeln, wahrend die übrigen Substitutionen (wenn 
es deren geben sollte), welche eine Vertauschung der Linearfactoren bewirken, 
nicht sowohl als Transformationen von F in sich selbst, sondern vielmehr als 
Transformationen von F in eine ihrer correspondirenden Formen betrachtet 
werden. Eben so : wenn die associirte Form F in die Form G durch die Sub- 
stitution <S> übergeht und wir suchen alle Substitutionen, welche dieselbe Wir- 
kung hervorbringen, so meinen wir nur solche, welche den zu G gehörigen 
Linearfactoren dieselbe Ordnung bewahren, die sie durch die Substitution <S 
erhalten haben, während die übrigen vielmehr als Substitutionen von F in eine 
der G correspondirende Form angesehen werden. Die Wichtigkeit dieser 
Unterscheidung zeigt sich besonders bei der Classification der assoeiirten For- 
men, und ihre Vernachlässigung kann zu grofsen Verwirrungen Anlafs geben. 
Bei den quadratischen Formen ist eine solche Unterscheidung überflüssig, weil 
nie eine quadratische Form sich selbst in dem Sinne (eigentlich) aequivalent 
sein kann, dafs ihre Linearfactoren bei der Substitution eine Vertauschung 
erlitten (verglichen Dirichlet, „Sur les formes quadratiques. §.11. Remarque." 
im 24ten Bande des Crelleschen Journals), so dafs je zwei Formen, welche 
durch Permutation der beiden Linearfactoren- aus einander entstehen, immer in 
verschiedene Classen gehören würden und dafs man also auf nichts anders 
hinauskäme, als jede Classe doppelt zu schreiben; was gar keinen Vor- 
theil gewähren würde. Ganz anders verhält es sich hier bei den eubischen 
Formen; für gewisse associirte Formen können die drei correspondirenden 
Formen aequivalent sein, während dies für andere associirte Formen nicht 
der Fall ist; in gewissen Fällen können also drei correspondirende Formen 
in dieselbe Classe gehören, während sie in andern Fällen in drei verschiedene 
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Classen gerechnet werden müssen. Die Form 4> z. B. befindet sich immer 

in dem ersten Falle, denn sie geht in ihre correspondirenden Formen durch 
die Substitutionen resp. 

il, 0, Ov , 1, 0, Oj 

!o, 0, -l , 0, -I, 1} 

'o, I, — l' 'o, — 1, o' 

über, welche beide die Determinante = -f- 1 haben. Wir verbreiten uns über 
diesen Gegenstand ausführlich, weil er eine Unterscheidung betrifft, die in den 
frühem Gebieten der Zahlentheorie kein Analogon findet und welche für die 
gesammte Theorie der höhern Formen von Wichtigkeit ist. Sie ist einfach 
genug; aber die Unterlassung derselben mufs, wie schon bemerkt, zu Ver- 
wirrungen führen, indem sie Classen von Formen zusammenfallen läfst, die 
ihrer Natur nach getrennt dastehen. 

Der Einfachheit wegen bleiben von unserer Untersuchung alle diejenigen 
associirten Formen als uneigeniliche Formen ausgeschlossen, in welchen die 
Coefficienten von u\ v\ w\ uvw sämmtlich gerade und wo zugleich in jeder 
der drei binären cnbischen Formen, welche man erhält, wenn man nach und 
nach u = 0, v = 0, w = 0 setzt, die beiden mittleren Coefficienten entweder 
beide zugleich gerade, oder beide zugleich ungerade sind; solche uneigenlliche 
Formen können für alle möglichen Werlhe der Variabein nur ausschh>fslich 
geraden Zahlen gleich werden, während die übrigen Formen, welche wir 
als eigentlich bezeichnen, sowohl geraden als ungeraden Zahlen gleich werden 
können. Es folgt hieraus, dafs jede einer uneigentlichen Form aequivalenle 
Form ebenfalls eine uneigentliche Form sein mufs ; alle uneigentlichen Formen 
sind also in gewissen Classen enthalten, während die übrigen Classen, zu 
denen immer die Classe der Grundform 4* (die Fundamen talclasse) gehört, 
die eigentlichen Formen enthalten. Wir betrachten nur die eigentlichen Formen; 
und wenn wir in der Folge blofs von associirten Formen reden, so meinen 
wir solche, in denen nicht zugleich die Bedingungen erfüllt sind, dafs die 
Coefficienten von t? 3 , m>', uvw sämmtlich gerade und in jeder der oben 
bezeichneten binären Formen die mittleren Coefficienten beide gerade oder 
beide ungerade sind. Wir empfehlen übrigens Dem, welcher diese Unter- 
suchungen üben will, die Behandlung der uneigentlichen associirten Formen. 
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Von der Darstellung der Zahlen durch assoeiirte Formen. 

. $• 6. • 

Nachdem in dem vorigen Paragraph die einfachsten Eigenschaften der • 
assoeiirten Formen behandelt worden sind, gehen wir zu der Theorie der 
Darstellung von ganzen Zahlen durch assoeiirte Formen Ober. 

Eine reelle ganze Zahl M heifst durch eine assoeiirte Form F dar- 
stellbar, wenn man ihren Variabein solche reelle ganze Werthe w = cr, v—ß, 
w — y geben kann, dafs für dieselben der Werth der Form = itf wird. 
Die Darstellung beifst eine eigentliche, wenn die Werthe der Variabein er, ß, y 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; im entgegengesetzten Falle eine un- 
eigentliche. Wenn M. durch F darstellbar ist, so ist auch — M durch F 
darstellbar, und auf eben so viele Arten ; denn man braucht den Variabein nur 
entgegengesetzte Werthe — «, — /?, — y zu geben. Wir betrachten zuerst 
die eigentlichen, später die uneigentlichen Darstellungen. 

I. Httlfssatz. „Wenn et, /?, y drei gegebene ganze Zahlen ohne ge- 
meinschaftlichen Theiler sind, so kann man immer auf unendlich viele Arten 
6 ganze Zahlen ß\ a", ß", y" finden, von der Art, dafs die Deter- 
minante des lineären Systems 

Ia, a', a"v 
ß, ß' 9 ß" = S 
y*. r'f r" » 

der positiven Einheit gleich wird." 

Wir bezeichnen das eben geschriebene lineäre System durch S, seine 
Determinante 

„ (ß'y"—ft"y')-\-ß(a'y—«'r") \? («'/*'— « "/*') 
durch J; dann sind a' etc. so zu bestimmen , dafs J — I wird. Nach Gaufs 
„ Disquisitiones arithm. No. 40." kann man, da a, ß, y keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben, drei ganze Zalüen A, B, C so bestimmen, dafs 
aA-\-ßB-\yC= I wird, und nach Disq. arithm. No. 279. kann man ganze 
Werthe für ß' etc. finden, welche den Gleichungen ß'y"—ß"y t = A, 
a"y'—a'y" =B t a'ß'—a"ß' = C genügen: folglich kann man in der 
Thal ganze Werthe von «', ß' etc. bestimmen, welche J=l machen. Alles 
kommt also nur darauf an, aus einer Lösung des Problems alle möglichen 
abzuleiten. Setzen wir zu dem Ende ein bestimmtes der Systeme S, in de- 
nen die ersten Coöfflcienten der drei Horizontalreihen resp. a, ß, y sind, mit 
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dem Systeme 

!I, K,. L \ 
I , K, V\ = T 
2 ', K», L" i 

zusammen, und sehen welche Bedingung die Coefficienten des. Systems T er- 
füllen müssen, damit das aus der Zusammensetzung entstehende System eben- 
falls resp. a, ß,.y zu ersten Coefficienten seiner drei Horizontalreihen hat. 
Diese Bedingung ist ausgesprochen durch die folgenden drei Gleichungen: 

«/-{-«' 2' -f a"2"^a, ßl\ß'l'-\-ß"l" = ß, Y ll vr 'V\y"l" = r> 
welche für I, l\ 2" die vollkommen bestimmten Werthe 2=1, 2'= 0, /"=<) 
liefern. Damit aber die Determinante des zusammengesetzten Systems eben- 
falls = 1 wird, ist nöthig, dafs die Determinante des Systems T, nämlich die 
des Systems 

o, Ä', L' \ = T, 
0, K" t L" 1 

= 1 , also dafs K'L" — £"2/ = 1 ist. Wenn man daher nach und nach 
statt K und L alle möglichen ganzen Zahlen und statt K' t L' t K", L" alle 
ganzen Zahlen setzt, welche der Bedingung 

(3.) KL"— K'L' = I 
genügen, und mit allen diesen unendlich vielen Systemen T das ursprüng- 
liche System & zusammensetzt, so erhält man lauter neue Systeme, welche 
aUe der Bedingung genügen, dafs ihre drei ersten Coefficienten a, ß, y sind 
und dafs ihre Determinante = 1 ist. Umgekehrt behaupte ich , dafs man auf 
diese Weise alle Systeme erhält, welche den beiden eben erwähnten Bedin- 
gungen genügen; und keines derselben doppelt. Um diese Behauptung zu er- 
weisen, ist nur nöthig, zu zeigen, dafs man, wenn S' irgend ein zweites 
von £ verschiedenes System bezeichnet, dessen erste Coefficienten (und wir 
verstehen darunter immer die drei Coefficienten der ersten Verticalreibe) a, ß, y 
sind, und dessen Determinante =1 ist, immer ein System von der Form 
T (2.) und nur ein einziges aufstellen kann, welches mit & zusammengesetzt 
das System hervorbringt. Bildet man das umgekehrte System des Systems S, 
welches nicht unpassend durch ~ bezeichnet werden kann, so wird dieses 
System ganze Coefficienten und die Einheit zur Determinante haben, weil die 
Determinante von & der Einheit gleich ist; dieses letztere System mit S' zu- 
sammengesetzt giebt ein drittes System, ebenfalls mit ganzen Coefficienten und 
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der Determinante = I , welches durch X S' bezeichnet sein wird. Das 
System S, mit diesem dritten Systeme zusammengesetzt, bringt das System S' 
hervor. In der Thal ist 

/ 1,0,0 v 

sx(^xs) = SX^XS' = !o, 1,0} xS' = S'. 

Aber es giebt auch nur dies einzige System, mit welchem & zusammengesetzt 
S* hervorbringt; denn es sei X irgend ein noch unbekanntes System, welches 
der Bedingung SxX=S' genügt: setzt man ^ mit beiden Seiten dieser 

Gleichung zusammen und bemerkt, dafs ^xSxX=X ist, so erhält mau 

X=^ X&. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dafs das System |xS' 

in der Form (2 ) enthalten ist. Es sei dieses System ^ X S' = 1 1, K', L \ ; 

'/", Kr, L"i 

da Ä mit dem eben geschriebenen Systeme zusammengesetzt hervorbringt, 
also ein System, dessen erste Coefficienten a, ß, y sind, so folgt, wie 
oben, /=!, /' = 0, 2" = 0; und da die Determinante des Systems 
}xä' der Einheit gleich ist, so hat man notwendig K'L"—K"L'= 1. 
Unsere Behauptung ist also jetzt vollständig erwiesen. 

Da das System (2.) seinerseits in die beiden Systeme 





o, 




1 ( 1, K, Li 


U: 


K', 


si 


> X (0, 1, 0 \ 


lo, 






1 ((), 0, 1 1 



zerlegt werden kann, so können wir das Resultat der Untersuchung in fol- 
gendem Satze aussprechen: 

„Es giebt immer unendlich viele linefire Systeme dritter Ordnung, d.h. 
mit drei Variabein und ganzen Coefficienten, deren drei erste Coefficienten 
et, ß, y sind und deren Determinante =1 ist; und bezeichnet man durch £ 
irgend eines derselben , so erhält man sie alle nach der Reihe, wenn man das 
System Ä mit den beiden Systemen 

i 1, 0, 0 | t t\ m, n 
(4.) {O, <p, X \ X Jo, 1, 0 
10, y> *o ' '0, 0, 1 
in welchen tp, x> V> <" *H e ganzen Zahlen, die der 

6 
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Gleichung yo>— *u> = l. genügen, und m, n alle möglichen ganzen 
vorstellen." 

II. Aufgabe. „Wenn a eine gegebene ganze Zahl ist: alle ganzen 
Zahlen c, c' t d, d' zu finden, welche der Bedingung cd'—c'd=a genügen." 

Die Aufgabe kommt darauf hinaus, alle linearen Systeme zweiter Ord- 
nung zu finden, deren Co&fficienten ganz sind und deren Determinante 

= a ist. Es ist leicht, die Existenz solcher Systeme 'einzusehen; denn 
man braucht nur c, c' ganz beliebig anzunehmen, doch so, dafs ihr gröfster 
gemeinschaftlicher Thciler in a aufgeht, und kann dann immer d, d' auf un- 

c, c* \ 



endlich viele Arten dazu bestimmen. Wenn man eines dieser Systeme , / 

mit allen möglichen Systemen *j zusammensetzt, deren Determinante 

f pu) — xy=l ist, so erhält man unendlich viele Systeme, deren Determinante 

= a ist ; alle auf diese Weise entstehenden Systeme ) ^ ^ ! bezeichnen wir 

als eine Gruppe von Systemen. Alle System« einer Gruppe sind folglich in 
den Formeln 

C — cy-f c 'Vi C = c^-j-c'to, 

D — d(p^d tp, D' = dx\ d'w 
enthalten. Es sei t der gröfste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen c und c', 
so dafs, wegen der Gleichung cd' — c'd= a, t ein Factor von a sein wird; es sei 

a =//'. Da y , y relative Primzahlen sind, so hat die Gleichung j <p -j -~- tp= | , 

d. h. die Gleichung C~1, unendlich viele Auflösungen <p und y; wird eine 
dieser Auflösungen durch </>,„ y„ bezeichnet, so ist die allgemeine Auflösung 
der Gleichung C — t: 

9 = y«-*f , V'=V',,-{*-f ' 
Soll nun nachC=0 sein, so mufs man, damit die Gleichung <pw—xy>= I 
erfüllt werda, notwendig / ~ p to=s=-~ setzen. Die eben geschriebe- 
nen Werthe von (p und y>, in den Ausdruck für D gesetzt, geben 
D = d<p it + dy„+k^/-l = d<p« f rf'y^-f kt'; 

woraus man sieht, dafs immer ein, aber auch nur ein Werth von k, also immer 
ein, aber auch mir ein System y existirt, für welches D der Bedingung 
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0<D<Ct 

genügt. Die.Werthe von x und tu in den Ausdruck für D' gesetzt, geben 

•t t 



Hieraus ergiebt sich, dafs immer ein System, aber nur ein System { (p> x j 

! c c' l f V* w T 

J zusammengesetzt ein System von der Form 

« \v:\ 

hervorbringt, in welchem * der gröfsle gemeinschaftliche Theiler von e und c\ 
V — y und § eine ganze Zahl aus der Reihe 

• 0 j 1) 2 j 3 ^ • • • • t* — | 

ist. Jede Gruppe enthält also ein System von dieser Form (5.), welches 
dazu dienen kann, die ganze Gruppe zu characterisiren ; und bedenkt man, 

dafs irgend ein System von der Form { v ' x [ , mit allen Systemen dieser Form 

zusammengesetzt, wiederum alle Systeme dieser Form hervorbringt, so sieht 
man, dafs die Formel 

alle Systeme derjenigen Gruppe ausdrückt, in welcher das System (5.) ent- 
halten ist. 

Von der andern Seite siebt man, dafs alle Systeme, welche (5.) ent- 
halt, wenn man nach und nach statt t alle Factoren der Zahl a. V — — . und 

II 

zu jedem Werthe von t nach und nach für § alle Glieder der Reihe 0, 1, 

2, 3, l'—i einführt, der Bedingung genügen, dafs ihre Determinante 

=* a wird; denn diese Determinante ist — tl' — <).£— «. Jedem dieser 
Systeme (5.) entspricht also wirklich eine Gruppe von Systemen ; so dafe die 
Anzahl der Gruppen von Systemen, deren Determinante = a ist, gleich ist 
der Anzahl der Systeme (5.), und dafs man alle Gruppen von Systemen er- 
halt, wenn man in die Formel (6.) statt / alle Factoren von a und zu jedem 

Factor for f alle Zahlen der Reihe 0, I, "2, 3, t'—i einführt. Es 

folgt hieraus, dafs die Anzahl der Gruppen gleich ist der Summe der Facto- 
ren der Zahl a; nämlich Die in (5.) enthaltenen St Systeme beifoen 
redueirte Systeme mit der Determinrmle a. 

6» 
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Nach diesen vorbereitenden Untersuchungen kommen wir zur Darstel- 
lung der Zahlen. 

III. Es sei a eine reeHe positive ganze Zahl, welche durch die asso- 
cürle Form G darstellbar ist, wenn- man den Variabein die Werthe resp. a, 
ß, y giebt, welche ohne gemeinschaftlichen Theiler vorausgesetzt werden. Wflhll 
man 6 ganze Zahlen ß' , /, a", ß" , y", welche der Bedingung genügen, 
dafs die Determinante des Systems (1.) =1 wird, und wendet auf die Form 
G die Substitution (1.) an, so erhält man eine neue, der G aequivalente Form F; 
der erste Coe'fficient dieser neuen Form wird = a »ein ; denn dieser erste 
Coefticient ist nichts anders als der Werth der Form G, wenn man statt der 
Variabein resp. n, ß, y substiluirL Da man nach dem Obigen «', ß' etc. auf 
unendlich viele Arten bestimmen kann, so wollen wir sehen, welche Beziehung 
alle die unendlich vielen neuen Formen unter einander haben, in welche G 

« 

durch Anwendung aller der Substitutionen übergeht, deren erste Verlicalreihe ß 

7 

und deren Determinante = 1 ist. Da alle Substitutionen dieser Art aus irgend 
einer von ihnen gefunden werden, wenn man diese letztere mit allen mög- 
lichen in der Formel (4.) enthaltenen Substitutionen zusammensetzt, so wer- 
den auch alle neuen Formen, deren Inbegriff wir durch ($) bezeichnen, aus 
einer derselben F hervorgehen, wenn man auf diese nach der Reihe alle 
Substitutionen (4.) anwendet. Da die Substitution (4.) eine zusammengesetzte 
ist, so wollen wir die beiden Substitutionen, in welche sie zerlegt werden 
kann, nach einander anwenden; also erst die Substitution 

(7.) p s= yp, -j-^ip,, w = yv t -\-(Dw, , 
in welcher <pw — %y;=l ist, und dann die Substitution 

(8.) u — ti, -f- m p, -j- n w l , 
in welcher m und « alle möglichen ganzen Zahlen vorstellen. Es sei, da F 
eine assoeiirte Form ist und den ersten Coöfficienten a hat: 

u F — (au-\-kv-{- X'w) (au~ - uv-\- p'w) (au-\-vc-\- v'w) , 

v = * -| • (c + dy) -f (c -f d?) p v' = b'+ (c*+d'<>) q't] -f (c'-f dy)o&, 
wo b, c, d, b', c', d' ganze Zahlen sind und cd' — c'd= a ist. Es gehe 
F durch die Substitution (7.) in F„ und F, durch die Substitution (8.) in 
die assoeiirte* Form F, über: dann werden a l F., efF, genau dieselbe Form 



- 



haben, wie a 7 F r indem nur andere ganze Werthe an die Stelle von b, c, d, 
b\ c', d! treten. In Beziehung auf a 7 F x gehen diese ganzen Zahlen b, c, etc. 
resp. in 

Ä, = *y-f A'v, c^ctp-^&y, d t = d<p + d'y, 
b\=b x -\-b'u>, c\ = c X -l-c'a>, dl^dy.Ad'to 
über. Betrachtet man die Werthe von c,, c',, d\ näher, so sieht man, 



dafs das 



System | °' ' C> , j als zusammengesetzt aus den beiden Systemen 



\d, d \ )»/', io\ 

betrachtet werden kann; und da cd 4 — c'd—a ist, so erhellet aus dem 
oben Ober die Gruppen von Systemen mit der Determinante a Gesagten, dafs 
sich unter allen den Substitutionen (7.) eine, aber auch nur eine befindet, 
für welche 

(«.) c,=/, c;=(), d, = §, d[ = V 
ist, wo tt' — a und g eine Zahl aus der Reihe 0, 1, ',>, 3, .... /' — I ist. 
Wahlen wir unter allen Substitutionen C7.) gerade diese bestimmte aus und 
wenden sie auf die Form F an, so haben in der Form F t die Zahlen c,, c',, 
</,, </,' genau die eben geschriebenen Werthe. 

Die Substitution C8.), zu welcher wir jetzt äbergeben, auf die Form t\ 
angewandt, welche sie inF, transformirt, läfsl oflfenbar <?,, c',, d t und d\ un- 
verändert, so dafs 

Cj = c,=/, c; = c; = (), d 7 = d l = ^ d\=d[=t' 
ist, wahrend 6,, b\ resp. in 

C33.) — bi -| «i a, 6', = 6', ■ f- na 
übergehen. In diesen letztem Formeln giebt es einen Werth von m, und nur 
einen, für welchen 0 <a b 7 <C <i> und ebenso einen, und nur einen Werth von #*, 
far welchen 0 < < q ist: folglich giebt es eine, und nur eine Substitution 
unter den unendlich vielen C&vK welche F v in eine Form übergehen lifst, in 
der die beiden eben geschriebenen Bedingungen erfüllt sind. 

Ans dieser Discussion folgt, dafs unter der Gesammtheit der Formen C5-) 
immer eine, und nur eine gefunden werden kann , für welche man gleichzeitig 
(9.) 0 <;*<«, c = t, 0<g <*</', 0<^£<a, C == Ü, </' = /' 
hat. Jede assoeiirte Form, deren erster Coefficient a ist, und für welche die 
eben geschriebenen 6 Bedingungen erfüllt sind, während Ii' irgend eine Zer- 
legung der Zahl a in das Product zweier Creellen) Factoren vorstellt, heifst 
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eine reducirte Form mit dem ersten Coefficienten a, oder eine zu a ge- 
hörige reducirte Form. 

Unter der Gesammtheit der Formen befindet sich folglich immer 
eine reducirte Form, und nur eine. 

Das eben gefundene Resultat Ififst sich auch so aussprechen : dafs unter 
Voraussetzung einer eigentlichen Darstellung a, ß, y der Zähl u durch 
die Form G immer eine und nur eine tu a gehörige reducirte Form auf- 
gestellt werden könne, welche der Form G aequwalent ist, und in welche 
G durch eine Substitution ubergeht, deren drei erste Coefficienten resp. 
n, ß, y sind. 

Umgekehrt: wenn die Form G irgend einer zu a gehörigen redu- 
chrten Form R aequivulent ist, so liefert jede Traneformation, welche G 
in R übergehen lüfst, eine Dur Stellung der Zahl a durch die Form G, 
indem man die Variabein der Form G den drei ersten Coefficienten dieser 
Transformation resp. gleich setzt; und alle Darstellungen, welche man 
auf diese Weise aus Substitutionen von G m R ableiten kann, sind 
verschieden. 

In der Thal: wenn z. B. G durch die Substitution (I.) in R übergeht, 
so überzeugt man sich durch die Transformalion, dafs der erste Coefficient 
von R genau demjenigen Werlhe gleich wird, welchen 6' annimmt, wenn man 
für ihre Variabein die Werthe resp. a, ß, y setzt; der erste Coefficient von 
R ist aber nach der Voraussetzung =a, folglich liefern «, ß, y, d. h. die 
drei ersten Coefficienten der Substitution wirklich eine Darstellung der Zahl a 
durch die Form G. Wäre es ferner möglich, dafs sich unter den Dar- 
stellungen, welche man auf diese Weise aus den verschiedenen Transforma- 
tionen von G in R ableiten kann, zwei identische befänden, so müfste es 
zwei verschiedene Systeme geben, in denen die drei ersten Coefficienten des 
einen resp. den drei ersten Coefficienten des andern gleich sind, und welche 
beide die Form G in die Form R übergehen lassen. Dies widerstreitet aber 
dem oben Bewiesenen, nach welchem unter den unepdlich vieleu, in der Zu- 
sammensetzung der Systeme (7.) , (8.) enthaltenen Systemen nur ein einzige* 
existirt, durch welches man zu einer reducirten Form gelangen kann. Da 
a, ßi y keinen gemeinschaftlichen Theiler haben können, weil sonst die De- 
terminante der Transformationssysteme nicht der Einheit gleich sein könnte, so 
sind alle so gefundenen Darstellungen eigentliche. 
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Alle Darstellungen, welche man auf diese Weise ans einer bestimmten, 
der Form G aequivalenten redneirten Form R abieilen kann, indem man alle 
Substitutionen von G in R aufsucht, bilden eine Gruppe zu der redneirten 
Form R gehöriger DareteUtmgetu 

IVach dem bisher Erörterten Ififst sich folgende allgemeine Regel zur 
Auffindung aller eigentlichen Darstellungen einer gegebenen positiven Zahl n 
durch eine vorgelegte assodirte Form G aufstellen. 

„Man suche alle reducirten Formen mit dem ersten Coefficienten a, welche 
„der Form G aequivalent sind; dieselben seien 

R, R' f R", . 

„Man bestimme alle möglichen Transformationen von G in R; die drei 
„ersten Coefficienten jeder dieser Transformationen (die erste Verlical- 
„ reihe) liefern eine Darstellung von a durch G. Man bestimme darauf 
„alle möglichen Transformationen von G in R' ; die drei ersten Coöffi- 
„cienten jeder dieser Transformationen liefern eine Darstellung; und so 
„weiter fort, bis man alle der G aequivalenten reducirten Formen er- 
„schöpft hat; andere eigentliche Darstellungen, als die so gefundenen, 
„kann es nicht geben." 

Alle diese Darstellungen sind verschieden; denn fQr Darstellungen derselben 
Gruppe ist dies schon bewiesen; und Darstellungen verschiedener Gruppen 
können eben so wenig identisch sein, weil es sonst zwei Substitutionen mit 
denselben drei ersten Coefficienten gäbe, durch welche G in zwei verschiedene 
reducirte Formen aberginge; was dem oben Bewiesenett widerstreitet. 

Die Darstellung der Zahlen hangt von der Auffindung der reducirten 
Formen und von der Transformation der Formen ab. Diese beiden Gegenstände 
werden wir in den beiden folgenden Paragraphen behandeln. 

§. 7. 

- 

I. „Durch jede gegebene associirte Form können Immer Zahlen dar- 
gestellt werden, welche zu einer beliebig gegebenen Zahl K relative Prim- 
zahlen sind." 

Beweisen wir zuerst, dafs man in jeder binären cubischen Form 

den Variabem x> y solche reelle ganze Werthe geben kann, dafs der Werth 
der Form durch eine gegebene Primzahl q nicht theilbar wird: vorausgesetzt, 
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dafs Ar, 3/, 3m, n nicht alle vier durch q theilbar und dafe nicht zugleich 
Ar und n gerade, / und »i ungerade sind, wenn q — 2 genommen wird. 

Für q — 2 ist entweder einer der fiufsersten Coefficienten z. B. k un- 
gerade; dann nehme man x=l, y = 0: oder beide äufsere Coefficienten k 
und n sind gerade; in diesem Falle ist nolhwendig eine der beiden Zahlen / 
und m gerade, die andern sind ungerade; also nehme man x=l, y=l. 

Für q = 3 können Ar und n nicht beide durch 3 theilbar sein. Ist Ar 
durch 3 theilbar, so nehme man x=0, y = l: isl n durch 3 theilbar, so 
nehme man 1, >"=0; und sind k und n beide nicht durch 3 theilbar. 
so passen beide Systeme. 

Für q>3 ist entweder einer (oder auch beide) der beiden fiufsern 
Coefficienten z. B. Ar nicht durch q theilbar; dann nehme man x — I, y = 0, 
und der Werth der Form wird nicht durch y theilbar sein: oder * und n sind 
beide durch q theilbar ; in diesem zweiten Falle können / und m nicht beide 
durch q theilbar sein. Es sei / z. B. nicht durch q theilbar, m mag übrigens 
durch q theilbar sein, oder nicht. Da das erste und vierte Glied der Form 
Tfir jeden Werth der Variabein durch q theilbar isl, so kommt Alles darauf 
an. die Variabein so zu bestimmen, dafs das Product der drei Factoren. 

x.y(lx-\-my) 

nicht =0 (mod. q~) wird. Da / nicht durch q theilbar ist, so giebl es unter 
den q* Systemen, welche man erhalt, wenn man x und y beide alle Werlhe 
der Reihe 

0, I, 2, 3, .... q— I 
durchlaufen lafst, nur q Systeme, für welche der Ausdruck lx-\my durch q 
theilbar wird; denn für jedes gegebene y genügt der Congruenz /<r-fi»}-=0 
( mod. y) nur ein einziges x; unter den q 1 Systemen giebl es also q 1 — q 
solche, für welche lx\tny nichl durch q theilbar ist. Von der andern Seite 
befinden sich unter den q 1 Systemen überhaupt nur Qq— i Systeme, für welche 
einer der beiden Variabein, oder beide =0 (mod. q) sind: aber q 7 ~> iq, 
folglich um so mehr q 2 — q>'2q— I; mitbin bleiben immer noch Systeme 
übrig, für welche alle drei Facloren x, y, lx-\-my, also ihr Product nichl 
durch q theilbar sind. 

Es sei jetzt F eine gegebene associirte Form und ihre Variabein tr, v, tc 
seien so zu bestimmen, dafs F nicht durch die Primzahl q theilbar wird. 
Aus der Form F kann man drei binare cubische Formen mil den Variabein 
resp. v, w; u, w; u, v bilden, wenn man nach und nach erat *=Ö. dann 
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v — 0, dann w=0 setzt. Es sind zwei Fälle möglich: entweder sind wenigstens 
in einer dieser drei binären Formen nicht alle vier Coefficienten durch q theil- 
bar, oder in allen dreien sind sämmtliche Coefficienten durch q theilbar; in diesem 
zweiten Falle ist nothwendig der Coefficient von ttvw nicht durch q theilbar, denn 
„ sonst würden alle 10 Coefficienten der assoeiirten Form den gemeinschaftlichen 
Theiler q haben; also braucht man nur u—v=w=l zu nehmen und es ist dann 
F= dem Coefficienten von uvw (mod. y), also nicht durch q theilbar; wie ver- 
langt wird. In dem ersten Falle nehme man diejenige von den drei binären For- 
men, oder eine von denjenigen, für welche nicht alle vier Coefficienten durch q 
theilbar sind und bestimme nach dem Obigen die Werlhe ihrer beiden Variabein 
dergestalt, dafs der Werth der binären Form nicht durch q theilbar wird; die 
dritte Variable der assoeiirten Form setze man =0, so wird der Werth der 
ganzen assoeiirten Form dem der binären Form gleich, also ebenfalls nicht 
durch q theilbar sein. Fflr den Fall q = 2 ist namentlich zu bemerken , dafs 
unter den drei binären Formen immer nothwendig wenigstens eine ist, in 
welcher nicht zugleich beide äufsern Coefficienten gerade und beide mittlem 
CoöfHcienten ungerade sind, weil sonst die assoeiirte Form F eine vneigent- 
liche wäre, welche von den Untersuchungen ausgeschlossen wurde; also kann 
man auch für diesen speciellen Fall q-='2 wenigstens eine der drei binären 
Formen durch q nicht- theilbar, nämlich ungerade machen. 

Setzt man nun K= q*q'"'q" n ". . . ., wo q, q' f q", .... verschiedene 
Primzahlen sind, und bezeichnet durch a, ß, y; a', ß', y'; a", ß", y"; etc. etc. 
Systeme von Werthen von w, v, w, für welche resp. F nicht durch q, F 
nicht durch q', F nicht durch q" theilbar ist, u. s. w., so darf man nur zu 
gleicher Zeit u den Zahlen a t a', <x", .... resp. nach den Moduln q, q 1 , q", . . . . , 

v=ß, ß' t ß", w^y, y', y", resp. nach denselben Moduln con- 

gruent setzen, was nach Dhq. arithm. 33. immer möglich ist; für solche Werthe 
von v, v, w wird der Werth der Form F weder durch q, noch durch q\ noch 
durch q" u. s. w. theilbar, folglich zu £ relative Primzahl sein. Es läfst sich 
immer annehmen, dafs die Darstellung eine eigentliche ist, denn im entgegen- 
gesetzten Falle braucht man nur mit dem Cubus des gröfslen gemeinschaftlichen 
Theilers von u, v, w zu dividiren. 

II. „Wenn 1, Ä, L, 1% K!> L', I" f K", L" neun ganze Zahlen 
sind, q eine Primzahl >3 ist, und in dem entwickelten und nach Potenzen 
und Producten der Variaboln geordneten Producte der drei Linearfactoren 
CIO.) (Iu-\-Kv-\-Lw) (l'n -f K'v -f L'w) (I"u -f K"v + L"w) 

7 
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snmmlliche 10 Coefficienlen durch q" theilbar sind, so kann dies nicht anders 
geschehen, als wenn die n Factoren q sich dergestalt auf die drei Linear- 
factoren vertheilen, dafs in dem ersten alle drei Coeflicienten /, K, L durch 
q-, in dem zweiten alle drei Coeflicienten K', L' durch q\ in dem dritten 
alle drei Coeflicienten 1 K", L" durch q* theilbar sind, und dafs 

<* + ß-{- 7 — n 

ist; wobei übrigens eine oder zwei von den ganzen Zahlen a, fi, y der Null 
gleich sein können." 

In einem Ausdrucke von der Form lu -\- Kv-\- Lw, dessen Coeffi- 
cjenten nicht alle drei durch q theilbar sind, giebt es unter den y 1 Systemen 
u, v, w, welche man erhält, wenn man jede der drei Variabein die Glieder 
der Reihe 

0, 1, J, 3 y-1 

durchlaufen läßt, und deren Inbegriff wir durch 12 bezeichnen, nur q 2 solche, 
für welche dieser Ausdruck =0 (mod. y) wird; denn zu jedem gegebenen 
VYerlhe von v und w, deren y 7 sind, giebt es, wenn z. B. 7 nicht durch q 
theilbar ist, nur einen einzigen Werth von u, der den Ausdruck =0 (mod. y) 
. macht; oder wenn K nicht durch q theilbar ist, so giebt es zu jedem Werthen- 
jmare von w und w nur einen Werth von v$ oder wenn L nicht durch q 
theilbar ist, so giebt es zu jedem Werthenpaare t#, v nur ein zugehöriges w> 
Hiernach behaupte ich zuerst, dafs, unter der in dem Lehrsatze gemachten 
Voraussetzung, wenigstens von einem der dreLFactoren (10.) die drei Coefficientcn 
durch q theilbar sein werden. In derThat, wäre dies nicht der Fall, so könnte 
es für joden der drei Factoren (10.) unter den Systemen 12 nur q' solche 
geben, welche ihn durch q theilbar machen; also könnte es überhaupt höchstens 
3y* solche geben, für welche irgend einer dieser drei Factoren ==(> (mod. y) 
wird ; mithin gäbe es höchstens 3 y* Systeme unter denen 12 , welche das Pro- 
duet der drei Factoren (10.) =0 (mod. y) machen. Von der andern Seite 
wird aber dies Product für alle y 3 Systeme £2 durch q theilbar, da nach der 
Voraussetzung seine sämmtlichen Coeflicienten = 0 (mod. y) sind : also müfste 
nothwendig 

sein ; was der Voraussetzung q > 3 widerstreitet. 

Da also nothwendig in einem von den drei Linearfactoren in (10.) alle 
Coeflicienten durch" q theilbar sind, so dividire man in demselben die letzteren 
durch q weg und schreibe den auf diese Weise erhaltenen Ausdruck an die 
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Stelle des alten. In dem Producte der drei Factoren, welche sich nach dieser 
Operation finden, werden immer noch offenbar alle 10 Coefficienten durch q"~ x 
(heilbar sein; es wird also wieder einer der drei Factoren seine drei Coefficien- 
ien durch q theilbar haben; dividirt man sie durch q weg und setzt den neuen 
- Ausdruck an die Stelle des alten, so werden in dem Product der drei Aus- 
drücke, welche man jetzt erhält, alle 10 Coöfficienten noch durch q"- 1 theilbar 
sein; folglich wird wieder einer der drei Factoren seine drei Coefficienten 
durch q theilbar haben, welche man abermals durch q wegdividiren kann; und 
so weiter. Setzt man diese Operation fort, bis alle n Factoren q erschöpft 
sind, so werden sich, wie leicht zu sehen, diese n Factoren ^ wirklich in der 
Weise auf die drei Linearfactoren (10.) vertheilen müssen, wie es der Lehr- 
satz behauptet. In der That liefert jeder Schritt dieser Operation für einen 
der drei Ausdrücke (10.) einen entsprechenden Factor q: entsprechen also 
diesen drei Ausdrücken resp. a, ß, y Factoren q, so ist a-\-ß-\-y~n, weil 
die Operation aus n Schritten besteht. 

Dehnt man den so eben für Potenzen von Primzahlen bewiesenen Salz 
auf zusammengesetzte Zahlen mit mehreren Primfactoren aus, indem man ihn 
für jeden Primfactor besonders anwendet, so lautet er wie folgt. 

„Wenn von dem Product der drei Linearfactoren in (10.) die sAmml- 
lichen 10 Coefficienten durch 

a = fq">'q'"<".... 

theilbar sind, wo q, q', q", verschiedene Primzahlen ;>3 bedeuten, so 

ist die allgemeinste Annahme, die man machen kann, 

/, K f L durch <fq"'q'"". . . . , 
/', K\ V durch q" tf? q"P" . . . . , 
/", Ä", L" durch qrq'r q "r..,. 
theilbar zu setzen, während 

a+ß+y = n, -| T ' = n', a"-f/?"-f y" = «", etc. ist." 
III. „Für jede reelle ganze Zahl a, welche zu Sp relative Primzahl 
ist, und deren sftmmtliche complexe Primfactoren <t, d', d", den Be- 
dingungen 

m='< m=>. Re\H. 

also auch den Bedingungen 

m-'. m=^ m-*> * 

genügen, lassen sich zwei conjugirte complexe Zahlen £, and £i finden, welche 



die drei Congruenzen 

tf=pPi, tt = ppzi (mod. a) 

befriedigen." 

Man sieht leicht ein, dafs die Richtigkeit unseres Satzes im Allgemei- 
nen, d. h. für irgend einen Werth von a, von der des speciellen Falles ab- 
hängt, wenn a Potenz einer reellen Primzahl ist; denn wenn a und a! zwei 
reelle Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler sind, und • 
'C?=pp t , & = PPi , = (mod.a) und 
'C; s = pp t , &=PP„ ^',=P (mod.aO 
ist, wo ti mit £, und mit conjugirt ist, so braucht man nur y" 80 m " 
zunehmen, dafs sie zugleich = £, (mod.a) und = '€,[ (mod.a') wird, und 5," 
der conjugirlen Zahl von gleich zu setzen, so dafs, weil a, a' reell sind, 
£T zugleich =£, (mod. a) und =£/ (mod.a') wird, und man wird 

£,' , = /»/>i (mod. aa'), &' 3 ^=PPi (mod. aa'), ^Xi=P (mod.a a*) 
haben; abo IaTst sich der Gegenstand immer auf Potenzen reeller Primzahlen 
zurückführen. 

Es sei q eine von p verschiedene reelle Primzahl >3, und a = y". 
Es sei zuerst y = 2 (mod. 3), also 7 zugleich comploxo Primzahl. Da 
— 1 ist, so existirt eine comploxe Zalü £ n für welche = (mod. y") 
ist (Vergl. „Beweis des Reciprocitütssatzes für die eubischen Reste. $.2/' im 
27ten Bande des Crelleschea Journals) , und man kann durch Hinzufügung von 
Vielfachen des Moduls den Fall immer so einrichten, dafs £ t zu p relative Primzahl 
ist *). Bedeutet £, die der £, conjugirte Zahl, so hat man auch, da 9" reell 
ist, %? ~pp 2 (mod. y"). Aus den beiden eben geschriebenen Congruenzen 
folgt durch Multiplication, wenn man = setzt, so dafs Y/ = jV(£,) reell 
ist, tp^EEEp' (mod. y"), oder 

(V-p)(V'+/^+P , > = 0 (mod.a"). 
Der zweite Factor, welcher eine quadratische Form mit der Determinante — 3 
ist, kann nicht durch die Primzahl q von der Form 3wi-f-2 theilbar sein; mit- 
hin ist notwendig y==p (mod.^ 1 ), d. h. ±& z ~p (mod. 7"). 

Es sei zweitens q=\ (mod. 3) und q = $ t d 2 , wo <J 1} <T, conjugirte 
complexe Primzahlen sind. Da 



*) Man findet zunächst £, so, dafs £* ~pp, (mod. 7) ist, und dann steigt man 
nach einer bekannten Methode zu den höhern Potenzen des Moduls auf. (Venri. Ca«**, 
Disq. arithm. 88, 101 , oder Dtricklet, Recherches sur les fonnes quadr. $. 9.) 
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ist, so läfst sich den beiden Congruenzen 

z i = pp l (mod-tfr), z J3 = pp l (mod. #) 
genügen; und zwar durch reelle Werthe von * und z'. Diese beiden Congruen- 
zen geben, wenn man uberall p mit vertauscht, noch die beiden folgenden: 

z* = pp> (mod. #0 > s' 1 = PP* (mod. cJ;). 
Multiplicirt man die erste mit der vierten und setzt zz' = y> so ergiebt sich 

V^ = f» 3 (mod.(J;), oder (V-f)(V-pf)(y-p»sO (mod. *;). 
Von diesen drei Factoren können nicht zwei zugleich durch <f, theilbar sein, 
weil sonst auch ihre Differenz (1— q)p oder (1— ^)p oder (p— p s )p durcfc J» 
theilbar wäre* der Ober q gemachten Voraussetzung zuwider: also ist noth- 
wendig einer der drei Factoren durch den ganzen Modul <T," theilbar, und man 
wird z und *' immer so annehmen können, .dafs dies der erste ist; denn da 
p und selbst reellen Zahlen nach dem Modul congruent sind, so kann man, 
wenn die gefundenen Werthe von z und z' nicht schon den ersten Factor 
V — p durch J" theilbar machen, dies dadurch bewirken, dafs man an die 
Stelle von z' die der complexen Zahl tfz' f oder die der complexen Zahl (?z f 
congruente reelle Zahl setzt. Wählt man, nachdem dies geschehen, eine com- 
plexe Zahl £ i? welche zugleich =* (mod. dfi und =*' (mod. <7 2 ") ist, und 
nimmt für £, ihre conjugirte Zahl, so werden die drei Congruenzen 

^ = PPi (mod.?"), ^ = pp t (mod.?"), (mod.?") 
erfüllt werden. In der Thal ist £, = * (mod. <?,") , also = z* = (mod. £,"), 
und = ^ (mod. dj"), also ^i=z J1 = pp t (mod. #,"); folglich ist die Diffe- 
renz ti—PFi durch die beiden relativen Primzahlen <J, n und mithin auch 
durch ihr Product ?" theilbar. Ferner hat man, da £2 zu conjugirl und 
*, reell, also sich selbst conjugirt sind, 

= z (mod. #) , £, = s' (mod. d?) , 

folglich 

K ==* J (mod. £ = z' 3 =pp 2 (mod. JO,' 

mithin auch 

= PPi (mod.?"). 

Endlich hat man = (mod. <f/), also = yt = p (mod. ^ 1 "): aber 
und sind reell, folglich kann die Differenz — p nicht anders durch 
(J" theilbar sein, als wenn sie zugleich durch <f theilbar ist; was zu be- 
weisen war.' 
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Es würde nicht schwer sein, die Anzahl der Auflösungen der Con- 
gruenzen zu bestimmen; aber da die Kenntnifs dieser Anzahl keinen Vorlheil 
für unsern Zweck hat, so übergehen wir ihre Bestimmung der Kürze wegen und 
wenden uns zu dem Hauptgegenstandc dieses Paragraphen, der Auffindung 
der reducirten Formen. 

IV. Die bisherigen Untersuchungen dieses Paragraphen führen zu der 
Lösung des folgenden wichtigen Problems: 

Alle reducirten Formen zu finden, deren erster Coefficient a eine 
gegebene positive ganze Zahl ist, die mit 'iippi—ppi) keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler hat. 

Es sei allgemein F irgend eine associirte Form mit dem ersten Coeffi- 
cienten a. Man setze 

(11.) a*F — (au -f kv-\-i.'w) {au-}- uv (au-\-vv -f^^i 
l—b^-ic + dtfti-l-ic+dQ 7 )», A'=6' + (c'-f d'^r,^- (c'-\-d'o 7 )fr u.s.w.. 
wie in §. 6., wahrend 

(12.) b, c, d, b\ c', d' 
reelle ganze Zahlen sind, die der Bedingung 

(13.) cd-c'd^a 
genügen. Das Problem verlangt offenbar nichts anders, als die ganzen Zah- 
len (12.) auf alle möglichen Arten so zu Destiramen, dafs 

1) in dem entwickelten und geordneten Prodncle der drei Factoren auf 
der rechten Seite in (11.) alle 10 Coefficienlen den gröfsten gemein- 
schaftlichen Theiler ä 2 haben (A), 

2) dafs die Bedingung (13.) erfüllt wird (B.) und 

3) dafs den Bedingungen (9.) genügt wird, nemlich dafs 

(9.) 0<;6<«, c= /, <)<</</', 0^*'<«, C - -- 0, </' = /' 
ist, wahrend tt' jede mögliche Zerfällung der Zahl a in das Product zweier 
Factoren vorslellen kann (C). 

Berücksichtigen wir zuerst hauptsächlich die Bedingung (A). Da in dem 
entwickelten Producte der drei Factoren (11.) alle Coöfficienten durch a 7 (heil- 
bar sein sollen, so wird dies, namentlich auch von den Coöfficienlen von t> J und 
u>* gelten, welche folgende sind: 

r14 , )*' -\-pP*(C +d Q? + pp 2 (c +d 9 y-3pb (C +d D)(C +d O*), 

Es sei q irgend ein reeller Prirafactor von a und q* sei die höchste in a 
aufgehende Potenz von q, so werden die beiden Ausdrücke in (14.) durch 
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q 7 * theilbar sein. Da wegen der Gleichung (13.) die höchste in die vier 
Zahlen c, </, c', d' zugleich aufgehende Potenz von q nothwendig <^ yy sein 
raufs, so wird entweder für die beiden Zahlen c, d, oder für die beiden Zahler 
C, d' die höchste in beide aufgehende Potenz von q nothwendig <^ tfq* sein. 
Es sei dies z. B. für die beiden Zahlen c und d der Fall; dann wird um so 
mehr die höchste Potenz von q, welche in die drei Zahlen b, o, d zugleich 
aufgeht und welche wir durch q" bezeichnen, ^yY sein. Dividirt man folg- 
lich die erste der beiden Formen (14.) durch y 3 ", welches ^ vV" also gewifs 
<Cq 7 * ist, und durch die Cuben der übrigen gemeinschaftlichen Factoren von 
b, c, d fort, so wird die nach dieser Operation übrig bleibende Form immer 
noch durch q theilbar sein. Hätte man angenommen, dafs für c', d' die höchste 
Polenz von q , welche beide theilt, <^ y f q n sei, so würde man dasselbe Resultat 
für die zweite Form (14.) erhalten. Wir schliefsen hieraus nach §.3., dafs 
die Primzahl q ein Theiler der Form </» sein mufs und dafs folglich für jeden 
complexen Primfactor <$ von a die Bedingung 

(15.) [^]=[^] = ., 

oder, was nach dem eubischen Reciprocilütssatze dasselbe besagt, dafs für 
jeden reellen Primfactor q von a die Bedingung 

(16.) Vp\ = 1 erfüllt werden mufs. 

Wenn also nicht für jeden Primfactor von a die Bedingungen (15.), 
(16.) erfüllt werden, sogiebt es gar keine zu a gehörigen reducirten formen, 
Nehmen wir also an, dafs die Zahl a allen in der Gleichung (15.) 
oder (16.) enthaltenen Bedingungen genügt. Da jeder complexe Primfactor d 
von a der Gleichung (15.) genügt, so lassen sich nach III. zwei conjugirte 
complexe Zahlen £ t und £ 2 finden, welche die drei Congruenzen 

(17.) £J = Q = pp„ = (mod. fl 1 ) 

erfüllen. Setzt man der Kürze wegen 

ai*-f bv-\-b'w = U, 
cv-\-c'w = V, 
dv+d'w = W, 
V\ Wo = Y, V-\- Wo 7 = Z, 
so nimmt das entwickelte Product der drei Factoren in (11.) die Form 
(18.) (U\ Y*i + Z&XÜ+Y 9 r r \-Z<f&XU+ Yo^+Zo») 
= W-\-p Pl Y>-\-pp&-dpUYZ 
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an. Wegen der Congruenzen (17.) ist dieser Ausdruck (18.) congruent dem 
folgenden Ausdrucke (mod. a 5 ) 

(19.) W + QY'+QZ*— 
unabhängig von den Werthen, welche man den Variabein u, v, w giebt; und 
ordnet man sowohl (18.) als (19.) nach tf, v, w f so werden in diesen beiden 
Ausdrücken je zwei entsprechende CoSfficienten nach dem Modul o 3 congruent 
sein. Da nun alle zehn Coöfficienten des geordneten Ausdrucks (18.) durch 
ä 1 theilbar sein sollen, so ist es nöthig und hinreichend, dafs dasselbe auch 
für den Ausdruck (19.) der Fall ist; der Ausdruck (19.) ist gleich dem Pro- 
duete der drei reellen und rationalen Factoren 

(20.) (17+ rtf l + Z?to{U+ r^ + ZfS,), 

folglich ist es nöthig und hinreichend, dafs in dem entwickelten und nach «, v, w 
geordneten Producte der drei Factoren (20.) alle zehn Coöfficienten durch a x 
theilbar sind. Das Problem ist also jetzt darauf zurückgeführt, die ganzen Zah- 
len (12.) auf alle möglichen Arten so zu bestimmen, dafs in dem entwickelten 
und nach den Variabein u, v, w geordneten Producte (20.) alle zehn Coefficien- 
ten durch a 7 theilbar sind und dafs die Bedingungen (Ä.) und (C) erfüllt werden. 
Die Bedingung, dafs a 5 nicht blofs gemeinschaftlicher Theiler, sondern gröfster 
gemeinschaftlicher Theiler der Coefficienten des entwickelten Productes (11.) 
sein soll, wird dann schon von selbst erfüllt; wie wir später sehen werden. 

V. Da in dem nach ti, v, w geordneten Producte (20.), welches 
wir durch 

(21.) (au+Kv + LwXau+K'v + L'wXav-l-K"v-\-L"w) 
bezeichnen und wo 

K"= b-\-c tfZ t +&) +*(£.+&); L» = b' -f c 9 1») + *(&.+ & 
gesetzt wird, alle neun Coefficienten der drei Factoren reelle ganze Zahlen sind, 
so schliefscn wir nach IL, dafs die allgemeinste Annahme, die man machen 
kann, damit das Product, entwickelt, alle zehn Coefficienlen durch 

theilbar habe, die folgende ist: 

Sa, K, L theilbar durch <fq">'q"°" 
a, K' t L' theilbar durch qßf"i"*" 
a, K", L" theübar durch yjyryr ' 
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7 = 2n, a'\ß'\ r ' = 2n', «"-{-/?" -fy" = 2n" etc. ist. 
Sehen wir, welche Werthe den Exponenten a, /?, y u. s. w. gegeben wer- 
den können. 

Das lineare System 

(22.) 

ist offenbar aus den drei Systemen 



a, JC', L 
a, K", L" 




1, 0, 0 | 
0, I , (f ) und 

st, deren Determinanten resp. die folgenden sind: 

3(<>'-(0S.k; e'-e; o(cd-cd) = « 2 : 

also ist die Determinante des Systems (22.) 



(23.) 



folglich die des 

1, £ 

I, 

l, K", L" 

Aber da a zu ?(pp t — ppi) relative Primzahl und Pt—p, durch 3 theilbar 
ist, so ist auch « zu 9 relative Primzahl. Ebenso ist a zu £ Cj relative Prim- 
zahl ; denn wenn es anders wäre, so mufste wegen der dritten der drei Con- 
gruenzen (17.) anch p mit a einen gemeinschaftlichen Theiler haben; gegen 
die Voraussetzung. Die Determinante des Systems (23.) kann also keinen 
der Primfactoren von a in einer höhern Potenz enthalten, als in weichet der- 
selbe in a vorkommt; also ist diese Determinante durch q", q'"' etc. theil- 
bar, aber durch keine höhere Potenz von q, q', etc. Andrerseits erhellet 
aus dem BUdungsgesetze der Determinante, dafs, wenn z. B. für den Prim- 
factor q, a die gröfste der drei Zahlen a, /?, oder wenigstens nicht kleiner 
als irgend eine von den beiden andern ist, diese Determinante nothwendig 
durch qf +r theilbar sein mufs. In der That enthalt diese Determinante sechs 
Glieder, von denen jedes aus drei Factoren besteht, nemlich aus einer Einheit, 
aus einer der Horizontalreihen genommen , aus einem K (K\ K") und einem 
L (L' f L"), aus den beiden andern Verticalreihen genommen. Jedes der 6Glie- 

8 



der mufs also durch eine der drei Potenzen 

theilbar sein. Da nun <f + * die kleinste der drei Potenzen ist, so llieilt die 
letztere die beiden andern, folglich aUe sechs Glieder der Determinante. Es 
folgt hieraus und aus dein vorhin Bemerkten: 

Von der andern Seite ist « <^ n, weil a durch <f theilbar ist; und aus 
der zuerst geschriebenen Ungleichung folgt a.\ß-\ y ^ « -f n » a l s0, > wegen 
= 2n, 2n^a-|-n, n <^ a. Es mufs also zugleich n j> « und 
n <^ « sein , welches 

« = n 

erfordert, l/n/«r Jen drei Zu/ilen a, ß, y int demnach nothwendiy eine 
= n, während die Summe der beiden andern ebenfalls — n ist. Ebenso 
wird bewiesen, dafs unter den Zahlen «', ß\ y' nothwendig eine = »' und 
die Summe der beiden andern = n' ist; und so weiter (12.). 

Durch die Bedingung (#•) wird die Anzahl der möglichen Combi- 
naliouon bedeutend beschränkt. Ich behaupte aber jetzt, dafs alle diese Com- 
binationen a, ß, y; a', ß', y'; etc., welche der Bedingung (12.) genügen, in 
(Z>.) wirklieb vorkommen können und dafs jeder derselben eine und nur ein* 
reducirle Forin entspricht. 

VI. Um diese Behauptung zu beweisen, wollen wir die Werlhe c— t, 
d'=t' aus (9.) in die Ausdrücke für K, L u. s. w. einführen. Man 
erhält dadurch 

(Ä=*t'(&H) -WCelViVk), ^ IVO, 

(24.) { * s =*-j-*( e C 1 + p'^frf(^ 1 + pC J ), L' = b' V (o 7 £, -f (» t.0 * 

und alles kommt darauf an, zu zeigen, dafs es immer ein, und nur ein System 

von Werthen b, b' t t, d giebt, für welche b und b' in der Reihe 

O, 1, 2, 3, a— I 

liegen, IV— a ist, d in der Reihe 

0, 1, 2, 3, .... t— 1 

liegt, und für welche den Congruenzen 

K ^ L = 0 (mod.?V o y '*"....), 
A? = L' == 0 (mod. jW"". • • .), 
K"^ £" = 0 (mod.^ y >".... ) # 

genügt wird, wo «, ß, y irgend eine gegebene Combination von (nicht uegati- 
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ven) ganzen Zahlen ist, von denen eine = » und die Summe der beiden andern 
ebenfalls = n ist, ferner a',ft', / irgend eine gegebene Combinätion von ganzen 
Zahlen ist, von denen eine, und die Summe der beiden andern =n', ü. s. w. 

Unter der grofsen Anzahl von Fällen, welche sich hier unterscheiden 
lassen, wollen wir einen ad libitum nehmen, welcher das beste Licht Aber 
den Gegenstand verbreiten kann; es wird dann leicht sein, nach diesem Muster 
die Untersuchung für die übrigen Fälle anzustellen. 

Es seien drei Primzahlen q, q', q" vorhanden. Von den drei Expo- 
nenten a, ß, y sei a der kleinste, y — n und «-{-/?= n; von den drei 
Exponenten a', ß' f y 1 sei ß' der kleinste, a' = n', ß'-\-y'=n'; von den 
t drei Exponenten u", ß", y" sei y" der kleinste, ß" = n", a" '-j-y" ' = n" '. 
Dies ist einer der Fälle, welche die gröfste Mannigfaltigkeit darbieten. 

Löset man die drei Gleichungen für K, K', K" nach b, /, d, als den 
Unbekannten, nach der bekannten Methode der Determinante auf, so erhält 
man, da — 9£,£i die Determinante des Systems ist, 

-9£,;v, -^,r,rf 

als lineare Functionen von K, K', K" mit ganzen Coefficienten ausgedrückt. 
Da nun — 9£,£ 2 relative Primzahl zu a ist, so wird jeder in u aufgehende 
gemeinschaftliche Theiler von K, K' t K" in b, t, d zugleich aufgehen. Da 
von der andern Seite q" die kleinste unter den drei Potenzen q* f q**, q" ist, 
also alle drei theilt, da q' p ' die kleinste unter den drei Potenzen q'"' f q'?> q'f 
ist, also alle drei theilt, da endlich q'' r " die kleinste unter den drei Potenzen 
q' °", q" n ", q" r " i»t, ako alle drei theilt, so müssen nothwendig X, K', K" 
alle drei, also auch b t t, d alle drei, durch 

q a q 'P' q"r" 

theilbar sein. 

Löset man die beiden Gleichungen für L' und L" nach b' und V auf. 
so erhält man 

(i-p')(C.-pk).*', (i-p'XS.-pS;).*' 

als lineäre Functionen von LS , Ij". Ebenso erhält man, wenn man die Glei- 
chungen für L, L", für L, L' nach b', V auflöset, 

( i - p) & - e 5 • ( i - cO (£, - (»' CO • r < 

als lineäre Functionen von L, L" und 

.(P a -P)(C,-W.r 

als lineäre Functionen vonL, L'. Ich behaupte, dafs die drei Multiplicatoren 

8* 
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xu a relative Primzahlen sind. In der Thal: da 1— 1— q 1 — p nicht 
in a aufgehen, so ist nur zu «eigen, dafs t t keiner der drei Zahlen (»£,, 
(»' £j nach einem Theiler von « congruent sein kann ; wäre das letztere mög- 
lich, so müfste auch nach demselben Theiler sein: aber £.i=pp t , 
'Ql=pfi (mod. ö), also müfste auch PP1—PP7 einen gemeinschaftlichen Theiler 
mit a haben, gegen die Voraussetzung. 

Da nun L' und L" beide durch tf, L und L" beide durch q'*', L 
und L' beide durch q" a " theilbar sein sollen, so müssen b' und V beide durch 

qfiq'r' q'"" 

theilbar sein. Aber das Product von 

q'q'Pq'-r und q» q't q"«' ist = a, 
und von der andern Seile ist //' = a, also kann nur 

t = fq'rq"r", f = qP = q*> q'r' q"«" 

gesetzt werden. Mithin haben nothwendig l und V die beiden eben ge- 
schriebenen Werthe, b, d sind durch t, und b' ist durch V theilbar. 
Die Congruenzen 
K = 0 (mod. , L — 0 (mod. q") , L' = 0 (mod. qf) , 
und ebenso die Congruenzen 

K' =0 (mod. f**), L' = 0 (mod ^'O, £"=0 (mod. q'r), und 
J£" = 0 (mod. , L" = 0 (mod. q"r) , I* =0 (mod. ?""") 
sind durch diese Annahme schon befriedigt; es bleiben also für jede der drei 
Primzahlen noch drei Congruenzen zu lösen. 

Zunächst ist jetzt b' so zu bestimmen , dafs 
L" = 0 (mod. q n ) , L = 0 (mod. y'"') , L' = 0 (mod. ?""") 
werde. Der ersten dieser drei letzleren Congruenzen genügt offenbar ein, und 
nur ein Werth von b' t für welchen 0 <I 0'<Cy*" ist; der zweiten genügt ein, und 
nur ein Werth von für welchen 0 <^b'<q'*' ist; endlich genügt der dritten 
ein, und nur ein Werth von b', für welchen O^b'^q""' ist: folglich genügt 
nach Disq. arithm. 33. allen dreien zugleich ein, und nur ein Werth von b' t 
für welchen • 

0^*'<fV"V""'» d - h - 0^6'<aist. 
Für b't eben wie für t und stimmt also das Resultat mit der Behauptung 
vollkommen überein. Es bleibt noch die Betrachtung von b und d übrig, welche 
den drei folgenden Systemen von Congruenzen genügen müssen: 

K =0 (mod. y'-'), I K =0 (mod. q"°"), 
K'i=0 (mod. y'O, \K'~0 (mod. y"""). 



K'eeeO (mod.?* 5 ), 
*Ä"-0 (mod.?'), 
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Wir wollen besonders das erste dieser drei Systeme untersuchen; die 
beiden andern geben Veranlassung zu ganz ähnlichen Betrachtungen. Da 
y = n~^>ß ist, so wird die Congruenz K" ~ 0 auch nach dem Modul q ß er- 
füllt werten. Eliminirt man erst b, dann d aus den beiden Congruenzen 
J£' = 0 (mod. K" = 0 (mod. y^), und bemerkt, dafs nach dieser Elimi- 
nation der Mnltiplicator von 6 und d zu a relative Primzahl, ist, so erhellet, 
dafs durch dieselben b, d nach dem Modul <f vollständig bestimmt sind; man 
kann also d der Bedingung 0^d<Cq^ genügen lassen; ebenso kann man 
b = b„-\-kqt setzen, wo 0 b tl <C q^ und k eine unbestimmte ganze Zahl 
vorstellt; und d und b u werden vollkommen bestimmt sein. Es bleibt noch 
die Congruenz K" = 0 (mod. q*) zu erfüllen , d. h. die Congruenz 

-i k<f + c, -I- a &) &) =o (mod. ^ = 9"; 

oder 

welche, da der Bruch zur Rechten dem Vorigen zufolge einer ganzen Zahl gleich 
ist, einen vollkommen bestimmten Werth für k liefert, für welchen 0 k <j q" 
ist. Dadurch aber ist auch b vollkommen und der Bedingung 0 <I b <. q n ge- 
nügend bestimmt. 

Durch das erste der drei Systeme (25.) sind also b, d vollkommen 
nach den Moduln resp. q n , q* bestimmt; ebenso sind durch die beiden an- 
dern Systeme (25.) b, d respective nach den Moduln q'"' = q'"', q'^f 
q"ß" q" n '\ q"<>" vollkommen bestimmt; da also b und d allen drei Syste- 
men zugleich genügen sollen, so ist 

b vollkommen nach den Moduln q", q" 1 ', q" n " bestimmt, also auch nach 
ihrem Producta a; 

d ist vollkommen nach den Moduln q*, q'?, q"°" bestimmt, also auch nach 
ihrem Producte <f q'T q"°" = V : 
folglich giebt es nur einen Werth von b und nur einen Werth von d y für 
welche 

o£i<fl, o <: <*< /' 

ist, und welche den sechs Congruenzen (25.) genügen. 

Dasselbe Resultat erhält man, wie grofs man auch die Anzahl der ver- 
schiedenen Primfactoren von a, und welche Combinalion (IS.) der Exponenten 
man auch nehmen mag. Um uns verständlicher zu machen, nennen wir den 
kleinsten Factor die kleinste von dreien Potenzen , wie q", q ß , q r i ebenso den 
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gröfsten und mittleren Factor die gröfste und mittlere von solchen drei Potenzen: 
und analog, wenn alle Buchstaben beliebig oft accentuirl Sind. Wie grofe nun 
auch die Anzahl der Primfactoren von a sein mag, und welche Combinationen 
der Exponenten man auch bilden mag: immer wird sich durch dieselben* Betrach- 
lungen wie oben zeigen lassen , dafs t gleich sein mufs dem Producte aller 
kleinsten, V gleich dem Producte aller mittleren Factoren, und dafs b, d 
durch t, und b' durch t' f heilbar sein müssen. Durch diese Annahmen wird 
schon der einen Hälfte aller zu erfüllenden Congruenzen genügt, während von 
der andern Hälfte ein Drittheil die Zahl b' nach allen gröfsten Factoren als 
Moduln, also auch nach ihrem Producte a vollständig bestimmt, und die andern 
zwei Drittheile die Zahlen b, d nach allen resp. gröfsten, mittleren Factoren, 
als Moduln, also auch nach a resp. V vollständig bestimmen. Jeder Combi- 
nation entspricht also ein vollständig bestimmtes / und /', und ein, aber auch 
nur ein System von Werthen für b, d und 6', für welche 

0^*<«, (><</</', 0<,b'<a ist. 

Alle die so gefundenen Systeme genügen der Bedingung (B), denn 
es ist erf'— c'rf = «'— U.rf=« =«. 

Könnte man also noch zeigen, dafs für alle diese Systeme die lOCoef- 
ficienten des entwickelten Products (18.) zwar durch a 1 , aber aufserdem durch 
keine andere Zahl (heilbar sind, so würde unsere Behauptung vollständig er- 
wiesen sein. VVolches auch der gröfste gemeinschaftliche Theiler h dieser 
10 Coefficienten sein mag, immer mufs er ein Theiler von «i 3 sein; denn a 1 
ist der erste der 10 Coefficienten. Aber das Product der drei Factoren in 
(20.) ist in Bezug auf alle zehn Coefficienten dem Producte (18.) nach dem 
Modul congruent, folglich ist auch h gröfster gemeinschaftlicher Theiler der 
Coefficienten des Products (20.). Ginge nun irgend ein Primfactor von a, 
z. B. q, von einer höhern Potenz in h auf, als in welcher er in a 7 enthalten 
ist, so müfste sich diese Potenz von q nach II. dergestalt auf die drei Linear- 
factoren (20.) vertheilen, dafs der erste, zweite, dritte seine drei Coefficien- 
ten resp. durch q", <f, q r theilbaiv haben müfste, während a-f/?-fy> 'in 
wäre. Aus dieser Annahme schliefst man, ganz wie oben in V., dafs die 
Summe der beiden kleinsten von den drei Zahlen a, ß, y, z. B. ß-j 7<» 
sein mufs, also auch «+/*-fy <;« + «: aber jetzt ist nicht wie oben 
!2« = a-f^-fy, sondern in<C a-\-ß-{y, also folgt 2n<n-{-a, n<o,- 
ober auch n^ia, weil a durch q" theilbar sein soll, folglich ist zu gleicher Zeit 
w<a und n>:a, was sich widerspricht; also ist notwendig h — a 7 ; denn 
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dafs die höchste in h enthaltene Potenz irgend eines Prirafactors q von a auch 
nicht <C tf" sein kann, erhellot schon ans der obigen Bestimmung der Werthe 
von b, d, b' y l, f. 

VII. Da jeder Combination aus nicht -negativen ganzen Zahlen 
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wo in der ersten Horizonlalreihe ein Element und die Summe der beiden an- 
dern — n, in der zweiten Horizonlalreihe ein Element und die Summe der 
beiden andern =n' ist u. s. w., eine und nur eine reducirte Form entspricht, 
und da alle diese reducirten Formen verschieden sind ( denn für jede gegebene 
reducirte Form sind die drei Factoren des Products (20.) vollkommen bestimmt, 
und da sAmmtliche Co effici eilten dieses Products durch a 1 und nur durch a 7 
(heilbar sind, so entspricht jeder reducirten Form nur eine vollkommen be- 
stimmte Verkeilung der Factoren von ä 1 auf die drei Factoren des Products (20.) 
also auch eine und nur eine vollkommen bestimmte Combination (£.)) : so ist 
die Anzahl alter reducirten Formen gleich der Anza/tl der möglichen 
Combinalionen (#2). Man erhält die Anzahl dieser letzteren offenbar, wenn 
man einzeln die Anzahl der Combinalionen a, ß, y, die Anzald der Combina- 
tionen a', ß\ y', die Anzahl der Combinalionen a", ß", y", u. s. w. bestimmt 
und das Product aller dieser einzelnen Combinationszahlen bildet Alle Com- 
biualionen et, ß, y sind in dem folgenden Schema enthalten: 
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ihre Anzahl ist folglich =3»; ebenso ist 3»' die Anzahl der Combinationen 
ß', 7', 3m" die Anzahl der Combinalionen a", ß", y", u. s. w.; mitbin 
ist die Anzahl aller Combinalionen (/?.) 
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ebenso grofs ist also auch die Anzahl der reducirten Formen. 

Folgendes ergiebt sich demnach als Resultat der Untersuchung: 
„Damit es reducirte Formen mit dem ersten Coefficienten a gebe, 
welcher relative Primzahl zu 2{pp — pp 2 ) vorausgesetzt wird, ist es nö- 
thig und hinreichend, dafs jeder reelle Primfactor von a cubischer Rest zu 
p sei. Wenn diese Bedingung erfüllt wird, so lassen sich alle reducirten 
Formen nach Anweisung von IV., V. und VI. finden; und setzt man 

»oivird die Anzahl der zu a gehörigen reducirten Formen durch die Formel 

.1". n, . n s n^ 

ausgedrückt, also durch das Product aller Exponenten der verschiedenen 
Primfactor en von a, mutliplicirt mit einer Potenz von 3, deren Expo- 
nent gleich ist der Anzahl dieser Primfactoren" 

Man bemerke wohl, dafs das Resultat seine Gültigkeit in dem Falle a = 1 
nicht verliert; in diesem speciellen Falle sind gar keine Prirafactoren a^>t 
vorhanden , also giebt unsere Formel 3° = 1 ; und in der Thal exislirt nur eine 
reducirte Form mit dem ersten Coefficienten I, nämlich die Grundform 4», für 
welche 6 = 0, c=l, <f=0, b' = 0, c'=0, <f=l, t=t'=l ist. 

Wir gehen zu der Transformation der assoeiirten Formen über. 

§. 8. 

Theorie der Transformation der assoeiirten Formen. 

I. „Wenn zwei lineäre Systeme mit 3 Variabein, und T, deren 
Determinante wir == 1 voraussetzen, durch ihre Zusammensetzung das System 
S' hervorbringen, so behaupte ich Folgendes: 1) Sind die Coefficienten beider 
Systeme S und T ganze Zahlen, so sind die Coefficienten des Systems S' 
ganze Zahlen. 2) Sind die Coefficienten eines der zusammensetzenden Systeme 
und die des zusammengesetzten Systems ganze Zahlen, so findet dies auch 
für das zweite zusammensetzende System Statt. 3j Sind die Coefficienten des 
einen zusammensetzenden Systems ganze Zahlen und die des andern Brüche 
mit dem Nenner in, welcher wenigstens in einem Coefficienten keine weitere 
Reduction zulaTst, so können auch die Coefficienten von S' nicht sämmtlich 
ganze Zahlen sein, sondern einige oder alle werden den Nenner m haben, 
aber auch keinen andern Nenner, und wenigstens ein Coefficient des Systems 
S' wird ein irreducibler Bruch sein. 4) Wenn £ und & gegebene Systeme 
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mit ganzen Coefficienten sind, so läfst sieb immer ein, und nur ein System T 
mit ganzen Codfficienten aufstellen, welches mit ä zusammengesetzt S' her- 
vorbringt; und sind T und S' mit ganzen Coefficionlen gegeben, so lüfsl sich 
immer ein, und nur ein System & aufstellen, welches mit T zusammengesetzt 
»V' hervorbringt; oder, mit andern Worten: in der symbolischen Gleichung zwi- 
schen Systemen mit ganzen Coefficienten 

8 x T = S' 

ist jedes der drei Systeme durch die beiden andern vollständig bestimmt/' 

Alle diese Behauptungen folgen mit Leichtigkeit aus dem Umstände, dafs 
die Coefficienten eines zusammengesetzten Systems lineare Functionen sind, so- 
wohl in Beziehung auf die Coefficienten des einen, als auf die des andern der beiden 
zusammensetzenden Systeme. Hieraus ergiebt sich die erste Behauptung unmit- 
telbar. Was die zweite Behauptung betrifft, so bemerke man, dafs die Deter- 
minante des Systems S, so wie die des Systems T, der Einheit gleich ist; 
dafs folglich die umgekehrten Systeme von S, T, welche wir resp. durch 
* , i, bezeichnen, mit resp. S f T zugleich ganze Coefficienten haben. Da 

nun offenbar S—S'X T= X S' ist, so findet sich die zweite Be- 
hauptung auf die erste zurückgeführt. Da ferner aus der linearen Beschaffen- 
heit der Coefficienten von S' folgt, dafs, unter Voraussetzung ganzer Coeffi- 
cienten für eines der beiden Systeme $ oder T, der Generalnenner der Coef- 
ficienten des andern durch den Generalnenner derer von &>' theilbar sein mufs, 

1 t 

und da umgekehrt, wegen S=S' X ^, oder wegen T=-g X&', auf ähn- 
liche Art folgt, dafs der erste Generalnenner ein Theiler des zweiten sein 
mufs, so (heilen diese beiden Generalnenner sich gegenseitig, und sind folg- 
lich einander gleich; und somit ist auch die drille Behauptung erwiesen. Die 
vierte Behauptung ist ebenfalls leicht zu beweisen. Wenn die beiden Sy- 
steme £ und T gegeben sind, so ist dadurch S* vollkommen bestimmt; und 
haben die beiden ersteren ganze Coefficienten, so wird dies nach 1) auch für 
das letztere der Fall sein. Es sei T ein noch unbekanntes System, welches 
der Gleichung Sx T=& genügt: da die beiden Systeme zur Linken und 

zur Rechten dieser Gleichung identisch sein sollen, so wird diese Identität 

I 

nicht aufhören, wenn man das System mit beiden zusammensetzt; wodurch 

man T== ix^' erhält: so dafs also für T dieses, und nur dieses vollkommen 
bestimmte System genommen werden mufs. Ebenso erhält man, wenn T und S' 

9 
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gegeben sind, durch Zusammensetzung beider Seiten der Gleichung SxT = S' 
mit dem System y für S das vollkommen bestimmte System 

Alles dieses gilt auch für lineare Systeme mit n Variabein, deren De- 
terminante = 1 ist. Man kann hierauf beiläufig einen Algorithmus der Rech- 
nung mit linearen Systemen gründen; welcher darin besteht, dafe man auf 
symbolische Gleichungen zwischen linearen Systemen die gewöhnlichen Regeln 
für die Operationen des Multiplicirens, Dividirens und Potenziirens anwendet; 
was immer richtige symbolische Gleichungen erhall und wobei man nur die 
einzige Rücksicht zu nehmen hat, dafs die Ordnung der Factoren, d. h. die 
Ordnung' der zusammensetzenden Systeme, nicht verändert werden darf. 

Es seien F, G, F drei aequivalente assocürte Formen; S sei eine 
bestimmte Transformation, durch welche F in G übergeht, und T stelle alle 
möglichen Transformationen vor, durch welche G inF' übergeht: dann behaupte 
ich, dafs SP, welches durch die symbolische Gleichung S' = Sx T gegeben ist, 
alle möglichen Transformationen von F in F vorstellen wird. Denn einerseits 
geht F in G durch S, G in F durch T y also F in F durch die zusammen- 
gesetzte Substitution S' über: und andrerseits entspricht jedem S' ein voll- 
kommen bestimmtes T, welches der obigen Gleichung genügt und durch welches 
G in F übergeht; man zieht aus obiger Gleichung für T das vollkommen 
bestimmte System T= g^XS', und durch diese Substitution geht in der Thal 

G in F über; denn durch die Substitution geht G in F und durch die 
Substitution S' geht nach der Annahme F in F über, also geht durch die 
zusammengesetzte Substitution ^X^' die Form G in F über. Umgekehrt: 
wenn Ä eine bestimmte Substitution von F in G, und S' nach der Reihe 
alle möglichen Substitutionen von F in F vorstellt, so liefert die Gleichung 
SxT^S' für T alle Substitutionen, durch welche G \nF übergeht; denn 
diese Gleichung liefert für jedes T ein ganz bestimmtes S' und für jedes S' 
ein ganz bestimmtes T, welches, wie schon bewiesen, G in F transforinirt. 
Setzt man demnach statt S alle möglichen Substitutionen, welche F in F 
transformiren , so liefert die Gleichung für jede derselben eine, und nur eine 
Substitution T, welche G in F' transformirt ; es kann auch keine andere 
Transformation von G in F geben, welche sich nicht auf diese Art vermöge 
der Gleichung aus einer Transformation von F in F' ableiten liefse; denn 
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es sei, wenn es möglich ist, T eine von diesen andern Transformationen ; da 
G durch T in P nnd F in G dnrch S übergeht, so geht F in F durch 
Sx T Ober; also ist doch wieder Sx T= S' eine von den Transformatio- 
nen, durch welche F in F' übergeht. Ganz auf dieselbe Weise beweiset man 
folgende Sätze. Wenn in der symbolischen Gleichung <S X T— S' durch Ä alle 
möglichen Transformationen von F in G und durch T eine bestimmte Trans- 
formation von G in F 1 vorgestellt werden, so giebt £' alle möglichen Trans- 
formationen von F'mF; und umgekehrt: bezeichnet S' alle möglichen Transfor- 
malionen von F in F, während T dieselbe Bedeutung behält, so giebt S 
alle möglichen Transformationen von F in G. Wenn endlich in der oft ge- 
schriebenen Gleichung & alle möglichen Transformationen von F in G und <S" 
eine bestimmte Transformation von F in F' bezeichnet, so giebt T alle mög- 
lichen Transformationen von G in F'; und bezeichnet T alle möglichen Trans- 
formationen von G in F' und S' eine bestimmte Transformation von F in F', 
so giebt S alle möglichen Transformationen von F in G. Alle diese Resul- 
tate lassen sich kurz wie folgt aussprechen. 

„Wenn in der symbolischen Gleichung 

Sx T = S' 

irgend einer der drei Buchstaben alle seine Werthe durchläuft, während ein 
zweiter constant bleibt, so durchläuft der dritte ebenfalls alle seine Werthe." 

Nimmt man in den eben gewonnenen Resultaten irgend zwei von 
den drei Formen als identisch an , d. h. setzt man entweder F — G, oder 
G=F, oder F— F' f so erhält man die folgenden. Alle Substitutionen einer 
Form F in eine Form G ergeben sich, wenn man irgend eine bestimmte 
von denselben mit allen Substitutionen von G in sieh selbst zusammensetzt, 
oder auch, wenn man mit ersterer alle Substitutionen von F in sich selbst 
zusammensetzt; und umgekehrt: bezeichnet S alle Substitutionen von F in G 
und &„ eine bestimmte von ihnen, so findet man alle Substitutionen von F in 
sich selbst, wenn man zu jeder Substitution <S* eine zugehörige sucht, die, mit 
S„ zusammengesetzt, <S hervorbringt, und alle Substitutionen von G in sich 
selbst, wenn man zu jeder £ eine solche sucht, mit welcher S„ zusammen- 
gesetzt Ä hervorbringt. 

Allgemeiner ist folgende Betrachtung. Es sind fünf aequivalente asso- 
cürte Formen 

F f G | iJ i 1, l£ 

vorgelegt; man kennt eine Transformation 3t von F in G, eine 33 von F 

9* 
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in H, eine € von F in /, eine £) von F in K, außerdem aber noch alle 
möglichen Transformationen Ä von / in K: es sollen aas diesen Daten alle 
Substitutionen von G in U gefunden werden. 



Es geht Ober: durch die Substitution 
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Diese letztere Formel liefert also Transformationen von G in H, und weun 
mon denselben Weg rückwärts einschlägt, so zeigt sich, dafs jedem T ein 
ganz bestimmtes £ entspricht und daCs also T alle Transformationen von G 
in H liefert. 

Man sieht demriach, dafs alle Probleme Ober Transformationen von 
Formen auf die Transformation irgend zweier beliebigen Formen aus derselben 
Classe in einander, oder, da diese beiden letzteren identisch angenommen wer- 
den können', auf die Transformation irgend einer beliebigen Form derselben 
Classe, in sich selbst zurückgeführt werden können. 

• 

II. Aufgabe. „Alle Transformalionen (mit ganzen CoefGci enten) 
zu finden, durch welche eine assoeiirte Form in sich selbst übergeht." 

Es sei F die gegebene assoeiirte Form, a ihr erster Coefficienl, 

l =f= H e V -)-/7>, V = A'-f e'ri + 

t> = b-\- e 9 7j Ltf», = A'-f e'w f/V^ 
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e = c \-dp, f = c+do\ 

cd'—c'd = a; tj = y'ippj, & = 

Wenn die Form F durch die Substitution 

!a, a' t a" 
ß, ß'> ß" 
y> r> r" 

in sich selbst übergeht, so bleibt auch a 7 F durch diese Substitution unver- 
ändert; und umgekehrt. Wir haben also alle Substitutionen (1.) zu suchen, 
durch welche a 7 F unverändert bleibt. Durch die Substitution (1.) gehen die 
drei Linear factoren von (PF in 

( Iu -f Kv + Lw) , </'« + K'v -f L'w) , (/"« + Ä"t> -f I/'w) 
über, wo man 

/ = (W fi i J+iV=fa^) 1 =««WW=9(«',/?V), ^ =aa"-\-lßf'-\-X'y"=q>'a", ß", y"), 
r=aa+tiß+n'y=ip{a f ß,y), Ä" ^aa'+tf+M^a'tfj), V =aa"+rf' W'=V(«" ß", y"), 
r=a«+vß+v'y= X (a,ß,y), K"=aa + *{f+vy= X {«,?,y), L'=aa"+v(r+vy" =%{«", /') 
hat. Das Product dieser drei Factoren mufs also dem Producte der drei ur- 
sprunglichen Factoren von tfF identisch gleich werden. Da wir nur alle Sub- 
stitutionen suchen, durch welche F in sich selbst, und nicht zugleich alle die- 
jenigen, durch welche F tu eine ihrer correspondirenden Formen übergeht, 
so haben wir nach dem in §. 5. III. Bemerkten nur folgende Annahmen zu 
machen: erstlich 

I /' I" 

und zweitens 

i jr l /'_ k* _ y i"_ //' 

wo offenbar alle Nenner von Null verschieden sind; und diese Annahmen sind 
erforderlich und hinreichend für die Identität unserer beiden Producte. Man 
sieht übrigens, dafs das erste System von Gleichungen in (3.) das zweite und 
dritte als correspondirende Relationen implicite enthalt, so dafs also nur jenes 
zu berücksichtigen ist. Die Aufgabe besteht jetzt darin, alle ganzen Werthe 
der Transformationscoefficienten in (1.) zu finden, welche den Gleichungen (2.) 
und (3.) genügen und welche die Determinante des Systems (1.) der Einheit 
gleich machen. • 

Setzt man, was offenbar erlaubt ist, 
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± = t/-f Y v \Z& = A, 
= U\ Ya n -\-Zo' t & = B, 

^ = ü+Y^tj + Zv» = C, 

wo Y^V+Wq, Z=V+Wo> und U, V, W im Allgemeinen rationale 
und reelle Zahlen vorstellen , so geht die Gleichung (2.) in 

(4.) W \pp x m\pp& -SpUYZ = I über, 
und das erste System von Gleichungen in (3.) liefert 

(5.) I = aA, K=XA, L=X'A. 
Vergleicht man in jeder dieser letzteren drei Gleichungen einzeln die reellen 
T heile und die Coefficienten von 17 und von so erhält man die folgen- 
den neun: 



(6.) 


aa -f bß-{ by = 


aü, 






(7.) 




*Y, 


(ä.) 




(8.) 


fß +rr 


aZ, 






(9.) 


aa '-i-bß' + by = 


bü\pfYy P eZ t \ 




(10.) 




eU+bY+p,fZ,\ 


(*.) 


(11.) 




fU+ Pl €Y+ bZ t \ 




(12.) 


att"\bß"\by=z 


b'V\prY^pe'Z t 




(13.) 


eß"-\-e'y" = 


*u+ b>Y+p,rz, 




(14.) 


fß"~vrr" = 


fü+ Pi e'Y-\- b'Z. 





Diese neun Gleichungen dienen zur Bestimmung der 9 Transforina- 
tionscoefficienten; sie ordnen sich in drei Systeme zu je dreien, indem (6.). 
(7.), (8.) blofs «, ß, y; (9.), (10.), (11.) blofs ß\ f, und (12.), (13.). 
(14.) blofs a", ß", y" enthalten. Es sind also jetzt alle rationalen Werthe 
von V, V, W zu bestimmen, welche der Gleichung (4.) genügen und welche, 
in die Gleichungen (6.) bis (14.) gesetzt, bewirken, dafs diese letzteren nach 
% a, ß, y, a', ß', y', a", ß", y" aufgelöset 1) ganze Werthe fQr diese 
Transformationscoäfficienlen ergeben, und 2) solche Werthe, für welche die 
Determinante des Systems (1.) der Einheit gleich wird. Um zuerst diese zweite 
Bedingung zu erledigen, seien 17, V, W beliebige bestimmte rationale Werthe, die 
der Gleichung (4.) genügen, und die Systeme (©.), ((£.) seien nach den 
Transformalionsooefficienlen aufgelöset, für welche sie vollkommen bestimmte 
Werthe liefern, indem die Determinante dieser drei Systeme = a{ef-^e'f) = 
a {<? — Q){cd'— c'd) = tf-o)a\ also von Null verschieden ist: ich behaupte. 
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dafs die so gefundenen Werthe die Determinante von (1.) immer = 1 machen 
werden. Es sei für einen Augenblick diese Determinante durch J vorgestellt. 
Das System 

1 , K, L \ 
l, K', V \ = &, 
/", K", L" | 

dessen Determinante wir durch J' bezeichnen, ist offenbar zusammengesetzt 
aus dem System 

a, X, l' \ 
a, fi' J = T, 
a, v, v' \ 

dessen Determinante =J" sei, und aus (1.); also hat man A* =.J .J", Divi- 

/ /' /" 

dirt man die drei Horizontalreihen des Systems & resp. durch — , — , — , 
so ergiebt sich das System 

aK aL 



l 



aK' ah' i 

a » jr i r ( ' — ' 

aK" ah" 
1 l , ~' > "7'T" 

dessen Determinante offenbar gleich -j . ^ J' = -J- . £ 4. J" sein 

wird. Da nun die Gleichungen (6.) bis (14.) und die Gleichung (4.) als er- 
füllt angenommen werden, so werden auch die Gleichungen (3.) und die 
Gleichung (2.) erfüllt sein; die Gleichungen (3.) zeigen, dafs die beiden Sy- 
steme S' und T vollkommen identisch sind und dafs also auch ihre Determi- 
nanten identisch sind; folglich hat man 

A" — — — — A A" 

" — T-'T 7 '7* * 
mithin, wegen (2.), J=l \ was zu beweisen war. Da sich also die zweite 
der oben gedachten Bedingungen immer erfüllt findet, so ist nur noch die erste 
zu befriedigen Zu dem Ende stellen wir die beiden folgenden Behauptun- 
gen auf: 

1) Damit die Gleichungen (6.) bis (14.) ganze Wert he ftlr alle neun 
Transformalionscoefficienten liefern, ist erforderlich, dafs U, V, W 
selbst ganze Zahlen sind, und 
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2) iVenn 17, V, W irgend welche ganz e Zahlen vorstellen, die der 
Gleichung (I.) genügen, so liefern die Gleichungen (6.) bis (14.) 
immer ganze Werl he für alle 9 Trausformtilionscoefficienten. 
Wir sind für den Augenblick noch nicht im Stande, dicso beiden Be- 
hauptungen vollständig zu beweisen, deren Richtigkeit sich erst weiter unten 
mit Evidenz ergeben wird, sondern müssen uns für jetzt mit folgenden Be- 
merkungen begnügen. Aus den Gleichungen (21.) folgt, dafs ganzen Werthen 
der TransformationscoefOcienten immer ganze Werlhe von aU, aV, aW ent- 
sprechen und dafs man sich folglich umgekehrt, um ganze Werthe der ersleren 
zu erhallen, keiner andern Werthe Yon U, V, W bedienen darf, als solcher, 
die in den Formeln 

(15.) £/=-, r = -, IV = - 

enthalten sind, wo U' t V, W ganze Zahlen sind. Löset mau die Gleichun- 
gen (6.) bis (14.) noch «, ß, y; a', ß', >/; y" auf, so zeigt sich, 
selbst ohne diese Operation wirklich auszuführen, dafs in die Formeln für 
diese Unbekannten keine andern Nenner eingehen können, als erstlich der schon 
in U, V, W enthaltene Nenner «, und zweitens die Determinante der Sy- 
steme (31.)» (95-) i deren Werth wie schon, bemerkt =a(ef—e'f) = 
((>* — o)a 7 ist; und da q* — o offenbar weggeschafft werden kann (am besten 
sieht man dies letztere ein, wenn man die Gleichungen (6.) bis (14.) so zer- 
fallet, dafs sie nur reelle Gröfsen enthalten), so sieht man, dafs die so erhal- 
tenen Werthe von a, ß u. s. w. höchstens a 1 oder einen Theiler von «' zum 
Generalnenner haben können. 

Aus diesem Allen lüfst sich wenigstens Folgendes scbliefsen. „Es 
giebl keine andern Transformationen von F in sich selbst, als solche, die 
in den Gleichungen (5.), d. h. in den die neun Gleichungen (6.) bis (14-) 
implicite vorstellenden Gleichungen 

(16.) <p{«,ß,y) = a.A; <f{a',ß', y') = X.A; t f {a", ß" } y '} = ).'. A 
enthalten sind, wo 

a = u-KV+fVtin+iV+Hyif, ist, 

U, V, W alle rationalen Zahlen mit dem Nenner a oder einem Theiler von « 
bezeichnen, die der Gleichung (4.) genügen. Und alle Systeme von u, ß u. s. w., 
welche sich zu den verschiedenen Systemen C, V, W durch Auflösung von 
(16.) ergeben, und von denen nur die ganzen als Lösungen des Problems 
zugelassen werden dürfen, können, wenn auch Brüche, doch keinen andern 
Generalnenner haben, als a\ oder einen Theiler von «V 
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Wir wiederholen nochmals, um der vollkommenen Sirenge nichts zu 
vergeben und um jedes Mifsverständnifs zu verhüten, dafs es nach dem Bisherigen 
möglich sein könnte, dafs vielleicht die Formel (16.) für alle Werthe von U, 
V t W y deren Generalnenner ein Theiler von a ist, kein einziges ganzes Trans- 
formationssystem (1.) lieferte; indessen wissen wir bestimmt, dafs es keine an- 
dern Transformationen von F in sich selbst geben kann , die nicht durch (16.) 
geliefert würden, und dafs die gebrochenen Werthe von a, ß u. s. w. , welche 
(16.) giebt, keinen andern Generalnenner haben können, als einen solchen, 
der in a 3 aufgeht; und alle diese Resultate gellen für jede zweite, yonF ver- 
schiedene Form, wenn man an die Stelle von a den ersten Coefficienten dieser 
neuen Form und an die Stelle von tp den ersten Linearfactor dieser neuen 
Form setzt. 

III. „Es sind zwei aequivalente assoeiirte Formen F x und F, so wie 
eine Transformation (natürlich mit ganzen Coefficienten) 

et',, a" 

(17.) \ß>,P r ßl 

Yn y\t y" 

von Fi in F gegeben : man soll alle Transformationen finden , welche dieselbe 
Wirkung hervorbringen." 

Es sei o* F auf dieselbe Form gebracht, wie oben in II. ; es sei a, der 
erste Coefficient von F t , und 

= <pi («i ,»u»i)Vi («i ■> v t -> *"•) Xt (Mi 
wo A|, l\ u.s.w. eben so aus b n c t u. s. w. zusammengesetzt sein sollen, wie 
oben X, V u. s. w. aus b, c u. s. w. Man eftiall nach I. dieses Paragraphen 
alle gesuchten Substitutionen, und jede nur einmal, wenn man das System (17.) 
mit allen Substitutionen von F in sich selbst zusammensetzt, also mit allen 
Systemen (1.), welche sich aus den Formeln (16.) als ganze Systeme (d. h. als 
Systeme mit ganzen Coefficienten) ergeben; ferner erhellet aus I., dafs, wenn 
man bei dieser Zusammensetzung den Formeln (16.) nicht blofs die ganzen, 
sondern alle Systeme (1.) entlehnen wollte, der Generalnenner des zusammen- 
gesetzten Systems (d.h. der Generalnenner seiner Coöfficienlen) gleich sein 
würde dem Generalnenner des angewandten Systems (1.), also ebenfalls, wie 
dieser, ein Theiler von «\ Da nach der Voraussetzung F t in F durch (17.) 
übergebt, so kann man, wie aus dem Beweise des Lehrsatzes 5. in §. 5. her- 
vorgeht, a, l, k', wie folgt ausdrücken: 

10 
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a _ »,(«.-, A»r,)y,<»i>fltri)*i («.,£.,?,) 
a - 

Sabstituirt man diese Werthe in den Formeln (16.) i 90 ergiebt sich 

1Vi(«n/Wi)« ^i-f/i)/ 9 4 >yr)r -yi( B nA»yi)^» 

v . («. , Ä , Yi ) «' 4- </>. («'.+ A + /. ) v. («r , ßU y\ V = 9 1 («'m fl.rt)-* 
^(«,,/W.)«''4-?i(«'.-i ^{/^'-(^(«i'^.^^y.Kw^^:)-^ 

Die Zusammensetzung der Systeme (17.) und (1.) liefert das folgende System: 

(18".) {/?„ , 

wo 

/o^a.a-f a,ß-f a, y, a,o -[ a,/* -fa, y , a, = a,a j-a,// -f«, y , 

(19.) {/»,=/?. «+ä/hä>, ß , ;=ß l *-\ß' l ß"-\-ß , ;f, 

ist. Es kommt also jetzt darauf an, die Buchstaben a, ß, y, a', ß 4 , y' t a", ß", y" 
aus den Gleichungen (18.) zu bestimmen und ihre Werthe in (19.) zu setzen, 
oder, was aof dasselbe hinauskommt, die eben geschriebenen Buchstaben auf 
irgend eine Weise zwischen den Gleichungen (18.) und (19.) zu ebminiren. 
Diese Elimination ist leicht; denn jene Buchstaben fallen von selbst aus (18.) 
heraus, wenn man aberall links die Muitiplicalion ausfährt, und man erb Alt 
die einfachen Formeln 

o,«,4- lyßj 4-^y, = <r,(a,, ßi, y t ).A, 

«,«; -f Ai&'-f i\y\ = » ßU A > 

oder 

y , («;,/?;, y,) y,(«;^;,y;).^ 
*i«,#,y3 = <p>{a;,(fi, Y ';).A. 

Diese höchst einfachen Formeln, welche neun Gleichungen reprisentiren, 
liefern, nach «„ u. s. w. aufgelöset, alle Transformationen von F, in F, in eine 
derselben ausgedrückt. Es erhellet aus dem Gange der Rechnung, dafs A in 
diesen Formeln dieselbe Bedeutung hat, wie in (16.), und dafs alle Werthe 
von A, welche in (16.) ganze Systeme geben, auch hier in (20.) ganxe 
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Systeme liefern werden, während alle Werthe von A, welche dort gebrochene 
Systeme geben, auch hier gebrochene Systeme , und zwar mit demselben Ge- 
neralnenner, wie dort, geben werden; so dafs also dieser letztere immer ein 
Theiler von a 3 sein wird; endlich, dafs es keine andern Transformationen von 
F t in F giebt, als die in den Formeln (20.) enthaltenen. 

Wir wollen jetzt mit Hälfe der Formeln (20.) alle Substitutionen suchen, 
durch welche die Form F l in sich setbst übergeht. Offenbar lasseh sich 
nach I. alle diese Substitutionen finden, wenn man alle Substitutionen von 
Fi in F (und diese sind durch (20.) gegeben) mit irgend einer bestimmten 
Substitution von F in F t zusammensetzt. Nun ist eine Substitution von F in 
F, gegeben, nämlich die umgekehrte von (17.), d. h. die folgende: 

ßi y'i — ßi r* -> — «• rl * «. ßl — < ßi) t y„ y\ , # 1 

welche offenbar ganze Coefficienten hat. Die Substitutionen (18".), mit der 
eben geschriebenen zusammengesetzt, geben 

!«4, <*«, a« j 

wo die Gleichungen fftr a 4 , o' 4 u. s. w., welche wir zur Erleichterung des 
Druckes nicht hinschreiben, leicht nach dem Schema (19.) gebildet werden 
können; man findet z. B. 

«♦ = «iOW— ÄYi)-f-«;(#>i— ArD-f <(Arl— ftn) 

u. s. w. Es handelt sich jetzt darum, aus den eben erwähnten Gleichungen, 
von denen blofs die erste hingeschrieben ist, und aus den Gleichungen (20.) 
die Buchstaben a 2 , ß % u. s. w. und, wo möglich, auch die Buchstaben a,, 
ß x u. s. w. zu eliminiren. Diese Elimination ist eben so leicht, wie die wei- 
ter oben ausgeführte. In der That: wenn man von den Formeln (20.), 
d. h. von den Formeln 

+ Kr* = + *.Ä + *;ri), 

die erste mit a 3 , die zweite niit ft, die dritte mit mulupücirt, addirt und 
bei dieser Addition die einfachsten Eigenschaften der Determinante (des Sy- 
stems (17.)) berücksichtigt, so erhalt man einfach: 

10* 
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MulUplicirt man dagegen die erste, zweite, dritte der drei Gleichungen resp. 
mit «j? ß'ii ?\ und addirt, so kommt 

Kr* = l ' A t 

and multiplicirt man endlich jene drei Gleichungen resp. mit «',', y;' und 
addirt, so ergiebt sich 

'rf+iiK+W = K* 

Durch diese drei Formeln, in welchen alle überflüssigen Buchstaben von selbst 
herausgefallen sind, und welche sich kürzer so schreiben lassen: 

!<Pi («4, r*) = a * A > 

werden also, wenn man sie nach « 4 u. s. w. auflöset, allo Substitutionen von 
Fi in sich selbst gegeben. In diesen Formeln bat ^1 dieselbe Bedeutung, wie 
in (20.) und in (16.), und es gilt überhaupt von (21.) Alles, was oben 
von (20.) gesagt wurde. Man wird bemerken, dafs die Formeln (21.) von 
der Form F, deren wir zu ihrer Erlangung bedurften, ganz unabhängig 
sein würden, wenn sie nicht noch durch die Werthe, welche man dem A zu 
geben hat, mit den Formeln (16.) verknüpft wären. Dieser letztere merk- 
würdige Umstand wird jetzt dazu dienen, die beiden oben in II. gemach- 
ten Behauptungen vollständig zu erweisen und dadurch alle Resultate von 
der Unsicherheit zu befreien, mit welcher sie bis jetzt behaftet waren, und 
welche darin bestand, dafs man nicht genau wufsle, welche Werthe ü, V, 
W, also auch A, in den Gleichungen (16.) erhalten müssen, damit diese Glei- 
chungen ganze Werthe für die Transformationscoäfficienten er, ß u. s. w. liefern. 

In der Tbat : da wir bisher gar keine weitere Annahme über die Form 
Fx gemacht haben, als dafs dieselbe der Form F aequivalent sein soll, und 
da nach §. 7. I. immer Zahlen durch F dargestellt werden können , welche zn 
einer beliebigen Zahl z. B. a relative Primzahlen sind: da folglich nach §. 6. 
F immer in eine aequivalente Form transformirt werden kann, deren erster 
CoefGcient zu a relative Primzahl ist: so kann man annehmen, dafs a t zu a 
relative Primzahl isl. Diese Annahme werde gemacht. Bestimmen wir Jetzt, 
ohne alle Rücksicht auf das Vorhergehende und unabhängig von den For- 
meln (21.), blofs nach Anleitung von II. dieses Paragraphen, alle Substitutionen 
vonF, in sich selbst, so findet sich, dafs dieselben in den folgenden Formeln 
enthalten sind' 
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wo J 4 = tf«+(P«+^«<>)?-K*V|- und ü„ F 4 , *T 4 alle ratio- 
nalen Zahlen mit dem Nenner a, oder einem Theiler von a, vorstellen, die 
der Gleichung (4.) genügen. Wäre es nun, gegen unsere erste oben in II. 
aufgestellte Behauptung, möglich, dafs gebrochene Werthe von U, V, W (mit 
dem Nenner a oder einem Theiler von a) in den Formeln (16.) ganze Sy- 
steme lieferten, so mflfsten auch in den Gleichungen (21.) dieselben gebroche- 
nen Werthe von U, V f W ganze Systeme für « 4 , /? 4 u. s. w. geben; diese 
speciellen ganzen Systeme können aber offenbar in den Gleichungen (22.) nicht 
enthalten sein, weil dort £7 4 , F 4 , W t nur Nenner erhallen, welche Theiler 
von <f, sind, und a und a, keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; also müfste 
es ganze Systeme für « 4 , /9 4 u. s. w. geben, die in den Formeln (22.) nicht 
enthalten wären; was dem oben in II. Bewiesenen widerspricht. Es müssen 
also nothwendig von den Formeln (16.), alöb auch von den Formeln (20.) 
und (21.), alle gebrochenen Werthe von ü t V, W ausgeschlossen werdon: 
also müssen auch von den Formeln (22.) alle gebrochenen Werthe von £7 4 , 
F 4 , W 4 ausgeschlossen werden. Zweitens ist zu beweiseu , dafs für alle gan- 
zen Werthe von U, V, W die Formel (16.) immer ganze Werthe der Trans- 
formationscoeffi^enten liefert. Ware es möglich, dafs einem bestimmten Systeme 
ganzer Werthe von U, V, W in (16.) gebrochene Werthe der Transforma- 
tionscoöfficionten entsprächen, so könnte der Generalnenner dieser letzleren 
doch nur ein Theiler von tf 3 sein, und derselbo Generalnenner müfste sich zn 
demselben System U, V, W, für die Transformalionscoefficienten ß t u. s. w. 
aus (21.) ergeben. Aber wenn man, was erlaubt ist, in den Formeln (22.) 
U^—U, V l = V, W^—W, d. h. diesem speciellen Systeme gleichsetzt, 
welches wir jetzt gerade im Auge haben, so folgt aus diesen Formeln (22.) 
nach IL, dafs der Generalnenner von a 4 , ß 4 u. s. w. nur ein Theiler von 
sein kann; es müfste also der Generalnenner dieser Zahlen u. s. w. 

zugleich ein Theiler von a\ nach (21.), und zugleich, nach (22.), ein Theiler 
von a, J sein; was sich widerspricht, da a und a 4 relative Primzahlen sind. 

Da die beiden Behauptungen in II. jetzt unzweifelhaft bewiesen sind, 
so können wir die gewonnenen Resultate vervollständigen, indem wir hinzu- 
fügen, dafs in den Formeln (16.), (20.), (21.), (22.) V, V, W nur ganze 
Werthe vorstellen und dafs alle ganzen Systeme U, V, W, welche der Glei- 
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chung (4.) genügen, nach und nach in diese Formeln gesetzt, immer ganze 
Werthe der Transformationscoefficienten liefern. Nach dieser Bemerkung fallen 
die Formeln (21.) und (22.) als identisch zusammen und drücken nichts an- 
deres für die Form F t aus, als was durch (16.) schon für die Form F ge- 
geben ist, wahrend die Formeln (20.) ihrerseits wieder (16.) als speciellen 
Fall enthalten, wenn man für das System (17.) das folgende annimmt: 

1, 0, 0 

o, i, o 
o, 0, 1 

durch welches jede Form in sich selbst übergeht. Wir können daher folgen- 
den merkwürdigen FundamentalsaU für die Transformation der associirten For- 
aufstellen. 

Lehrsatz 6. 

„Wenn zwei aequivalent* Formen F und G durch die Substitution 

ß, ß'> ß"\ *» einander ubergehen, und man setzt 

a 7 F = u> (w, v, w) v(«, v, w) x (•», p, w) , 
so erhält man alte möglichen Substitutionen von F in G aus den Forme/n 

!<K«.WW») = ß, y)(U±Yn-\-Z9)i 
9(«U fi> r") = <p{«",ß",r"XU+ Yr^z»), 

wenn man nach und nach in diese Formeln statt U, V, W alle reellen 
ganzen Zahlen einfuhrt, die der Gleichung 

(II.) U'+,p t Y*+p Pl Z>-SpUYZ = 1 
genügen (deren altgemeine Lösung in g. 4. gegeben wurde), und wenn man für 
jedes System von Lösungen dieser unbestimmten Gleichung aus den neun in 
(I.) hnplidte enthaltenen Gleichungen die Werthe von «, , ß l u. s. w. bestimmt, 
welche sich aus diesen neun Gleichungen immer als ganze Zahlen ergeben." 

Vermöge dieses Resultats Iafst sich die Lösung aller bisher behandel- 
ten Fragen vervollständigen. Dies wird der Gegenstand des folgenden Para- 
graphen sein. 

$. 9. 

Wir beschäftigen uns zuerst mit derjenigen Frage, welche die Dar- 
stellung der Zahlen betritt. Damit eine gegebene positive Zahl itf durch eine 
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ebenfalls gegebene assocürte Form F (eigentlich) darstellbar sei, ist es nach §• 6. 
erforderlich und hinreichend, dafs eine reducirle Form mit dem ersten Coef- 
ficienten M exislirt, die der Form F aequivalent ist ; and aas jeder reducirten 
Form dieser Art leitet man eine Gruppe von Darstellungen ah, indem man 
nach und nach die Variahein der Form F resp. den drei ersten CoeTficienten 
in allen möglichen Substitutionen # gleich setzt, welche F in diese bestimmte 
reducirte Form verwandeln. Es sei «, ß, y eine specielle Darstellung von 
M durch F f so dafs also nothwendig F durch eine Substitution, deren erste 
Coöfficienlen a, ß, y sind, in eine reducirte Form mit dem ersten Coöfficienten M 
übergeht. Um alle Darstellungen derselben Gruppe zu finden, ist nur nö- 
thig, alle Substitutionen aufzusuchen, welche dieselbe Wirkung hervorbringen, 
oder vielmehr, nur alle ersten Coefficienten dieser Substitutionen. Diese ersten 
Coefficienten sind nach dem vorigen Paragraphen durch die folgende Formel 
gegeben : 

(1.) y.) = <p^,ß,y){V^Yr l A-Z»), 

wo, wie oben, 

a>F = v, w) v, w) x (u, », w) ist 
Diese Formel, welche implicite 3 Gleichungen enthalt, liefert, durch die Auf- 
lösung dieser 3 Gleichungen nach a„ /?„ y t für jede Lösung der unbestimm- 
ten Gleichung *= 1 (IL), alle Darstellungen a„ /?,, y x einer Gruppe, in eine 
specielle a, ß, y derselben Gruppe ausgedrückt 
Setzt man der Kürze wegen 

U+Y v +Z& «= A 
und die beiden correspondirenden Ausdrücke — B und = C, und bezeichnet 
diejenigen Werthe von A, B t C, welche einer Fundamental -Auflösung der 
Gleichung * = 1 entsprechen , durch 

a, ö, g, 

so sind nach §. 4. alle Werthe von A durch die Formel 

a = 

gegeben; wo m und n alle ganzen Werthe von — oo bis -j-oo durchlaufen: 
also erhält man 

(2.) <p (a, , ß t , Yl ) = tp («, ß, y) TT 33" = if («, ß, y) A. 
Es werde, um abzukürzen, 

9 (<*>ß, y)=<pl, v(*,ß, r) = Vu» x(«>ß, r) =xo 

gesetzt Bedient man sieh der Characteristik Log in demselben Sinne, wie in 
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§. 4., nirahch um den natürlichen Logarithmen des absoluten Werthes 
reellen Zahl auszudrücken, so geben die Gleichung 

(f> =1 (f 0 . A und ihre correspondirende y> = y\,.B: 
Logy — (»Logy = Logy,, — gLogxf^^LogA — pLogfl. 
Aber alle Werthe von Log A -ff log B sind nach §. 4. durch die Formel 
LogA — QhogB = (t«4-i«<>T(Log$l-eLog$3) 

gegeben, also kommt 

Logy-(>LogV = Logy u — (»LogVu + (««-f-»c)(Log'Ä-(>LogJB) 

oder 

t 3) LogSt-gLogg ~ w - n P+ Log« -<>Log25 * 
Die Gleichung (3.) ist eine notwendige Folge von (2.) ; aber ebenso ist um- 
gekehrt (2.) eine notwendige Folge von (3.); folglich giebt (3.), ebensowohl 
wie (2.), alle Darstellungen einer Gruppe von M durch F, und jede nur einmal. 

Stellt man sich die beiden Quotienten rechts und links in (3.) auf die 
Form gebracht vor, so sieht man, dafs ein, und nur ein Werth von m, 

und ein, und nur ein Werth von n existirt, welcher macht, dafe der reelle 
Theü sowohl, als der Coefficient von p in dem Quotienten links, ^0 und < 1 
wird; es giebt also eine und nur eine Darstellung in jeder Gruppe, für welche 
dieso letztere Bedingung erfüllt wird. 

Wenn man, ehe man die Logarithmen nimmt, die Gleichungen y> = (p„.A, 
y^y^.B erst mit einer beliebigen positiven Constante k multiplicirt, so er- 
hält man statt der Gleichung (3.) die folgende: 

Log(*?)-(>Log(*V/) _ . , Log(fcy«) — gL og(iy> 0 ) . 
W — i Log* -TUgSST '~~ T ( t Loga-pLog« ' 
und in dieser Gleichung giebt es ebenfalls immer ein, und nur ein System wt, n, 
für welches der reelle Theil und der Coefficient von des Quotienten links 
>ü und < t isU Nun sind der reelle Theil und der Coefficient von ? in 
diesem Quotienten resp. gleich 

-1 [(Log 91 + Log Log (k <p) -f Log 33 . Log(* y)J , 

y [ Log$ . Log(Ay) — Log 2t.Log(Ay/)], 

wo 

o = (Loga — (iLog&KLog'ä — rLog») = A\ Log « — (.Log»; 
wie in §. 4. die Nonn des Regulators der Fundamental -Auflösungen der 
Gleichung 0=1 bezeichnet, also dasMini/num unter allen Werthen, welche 
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N(LogA-QhogB) erhalten kann. Diese vollkommen bestimmte, immer positive 
und nur von dem Werthe der Primzahl p abhängige Constante a wird oft in 
den nachfolgenden Untersuchungen erscheinen. Wir schliefsen hieraus folgen- 
den Satz. 

Lehrsatz 7. 

„ Unier der Totalität der Darstellungen einer Gruppe befindet sich 
immer eine, und nur eine, für welche die Bedingungen 

(5) |° ^ (W3l+Log23)Log(*y) + Log^.Log(Äv) < o, 
) 0 <^ Log& . Log (k(f) — Log 21 . Log (ky) < a 
erfüllt werden, während k eine beliebige positive Constante bezeichnet" 

Es ist gut, zu bemerken, dafs die Constante k, obwohl unabhängig von 
den Variabein der Form F, doch als eine Function von M. und von beliebi- 
gen andern Zahlen angesehen werden kann, und dafs die Darstellung, welche 
vermöge der Ungleichheitsbedingungen (5.) aus ihrer ganzen Gruppe heraus- 
gehoben wird, mit dem Werthe von k varihrt. 

Man betrachte noch einmal die Gleichung (4.). Aufser dem vorhin 
berücksichtigten System m, n giebt es noch ein anderes, welches ebenfalls 
eine merkwürdige Eigenschaft hat; nämlich dasjenige, welches bewirkt, dafs 
der reelle Theil und der Coefficient von o links beide ihrem absolutem Werthe 
nach ^ } werden ; für dieses System rn, n wird offenbar die Norm des Quo- 
tienten links in (4.) ^ j , also kommt 

(6.) N(Log(k<p)-oUg(ky» ^ 
Es giebt also immer Darstellungen in jeder Gruppe, für welche dieser letzte- 
ren Bedingung (6.) genügt wird, obgleich sich nicht behaupten läfst, dafs 
es nur eine solche Darstellung giebt: diesen Vorzug besitzen nur die Bedin- 
gungen (5.)t während es in Hinsicht auf (6.) je nach der Natur der Gruppe 
eine, zwei, oder drei, aber nie mehr, ihr genügende Darstellungen geben 
kann. Dieser Umstand hängt mit einer Eigenschaft einer Ellipse zusammen, deren 
Gleichung zwischen rechtwinkligen Coordinaten x i -\-xy-\-y 1 = J ist, neinlich dafs 
sie, anf ein Gifter, wie es in der Abhandlung „Geometrischer Beweis u. s. w." 
definirt wurde, in verschiedenen Lagen und Verschiebungen gezeichnet, bald 
einen, bald zwei, bald drei Gitterpuncte, aber nie mehr, in ihre Fläche auf- 
nehmen kann. Es wäre interessant, im Allgemeinen die Wahrscheinlichkeit 
anzugeben, welche Jeder dieser drei Fälle bat. 

Aufgabe. „Es ist eine positive ganze Zahl M nnd eine associirt« 
Form F gegeben: man soll entscheiden, ob M durch F darstellbar sei, oder 

Ii 
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nicht; und man soll im ersten dieser beiden Falle die Darstellungen angeben, 
deren M durch diese Form fähig ist." 

Nach dem Lehrsatze 7. kommt die Aufgabe offenbar darauf hinaus, su 
untersuchen, ob es ganze Werthe ohne gemeinschaftlichen Theiler der Varia- 
bein der Form giebt, für welche die Bedingung 

(7.) <py n = a 7 M 

und zugleich die Bedingungen (5) erfüllt werden: exisüren gar keine solchen 
Werthe, so giebt es auch keine Darstellungen von M durch F; im entgegen- 
gesetzten Falle liefert jedes diesen Bedingungen genügende System von Wer- 
then der Variabein, statt et, ß, y in die Formel (2.) gesetzt, eine Gruppe 
von Darstellungen; alle diese Gruppen werden verschieden sein, und es kann 
keine Gruppen geben, die nicht auf diese Art gefunden würden. Alles kommt 
also darauf an, den Bedingungen (5.) und (7.) gleichzeitig zu genügen. 
Die Ungleichheiten (5.) geben 

iV(Log(Ay)-(»Log(Ay)) < 2*- 
Da diese Bedingung sich auch auf die beiden folgenden Arten schreiben Iafsl: 

{2Log(*y>)-f Log(&v)}'+3Log(Äv) 5 < 
so hat man um so mehr noch 

Log(Ay) J < |<x, Log(*yO ? <$a, 

folglich 

- )'(t*>) < Log(*yO < \(t<*h - i\&<*) < LogCAry) < y(f a). 
Durch diese letzteren Bedingungen sind ganz bestimmte unlere und obere Gren- 
zen für die absoluten Werthe (d. h. ohne Rücksicht auf das Vorzeichen) von 

<p und y> gegeben, also auch für den absoluten Werth von ~\ aber aus (7.) 
folgt x = ^~ , mithin liegt auch + x zwischen einer ganz bestimmten un- 
tern und obern Grenze. Diese Grenzen seien für den absoluten Werth von 
(p der Kürze wegen durch i, X', für den von y durch p, u', für den von x 
durch v, v' bezeichnet, wo dann l, i', u, v, v* vollkommen bestimmte 
positive Constanten und zwar Exponentialfunctionen von a sein werden. Da 
nun <pyx = <* > M, also immer positiv ist, so lassen sich fü* y, x 
folgende ZeichencombinaÜonen denken: 

~K -H ~f> — t — 5 — i ~K — * — ? ~i *f • 

Also sind folgende vier Systeme von Ungleichheiten zu berücksichtigen: 
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und da alle vier dieselbe Behandlung zulassen, so betrachten wir nur das erste. 
Da (p, tf>, x offenbar lineare homogene Functionen der Variabein von der Form F 
mit reellen Coefficienten sind, so kommt jetzt Alles darauf an, eine Regel an- 
zugeben , nach welcher sich aus einem System von Ungleichheiten von der Form 

t X < au-\-a'v-\- a"u> < X', 
0f2.) J // < ßm+pv + ß"» < 

\ v <Z yu-\-y' v-\-y"w <C V 
alle ganzen Werthe für «, v, w finden lassen, welche demselben genügen; 
a, a', et", ß u. s. w. sind gegebene reelle Werthe. Man sieht zunächst, dafs 
die Anzahl dieser ganzen Systeme », v, tn immer endlich sein wird: denn 
betrachtet man das Problem als ein geometrisches, so sieht man, dafs alle 
Puncto u, 0, w (auf rechtwinklige Coordinaten bezogen), für welche diese 
drei Bedingungen erfüllt sind, innerhalb eines Parallelepipedums liegen, dessen 
parallele Seiten- Ebenen durch die Gleichungen 

on-f o'p-f a"w = X und = V, 

ßu+ß'v+ß"w = fi und = jt', 

yu-\-y'v-\-y"w = v und — v' 
resp. gegeben sind; so dafs also weiter nichts verlangt wird, als alle innerhalb 
dieses Parallelepipedums liegenden Würfelpuncte (vergi. §. 4. IV.) zu finden. 
Man könnte hierauf eine Lösung gründen, indem man nach geometrischen 
dpien die am weitesten hinausliegenden Puncto des Parallelepipedums 
oben und nach unten, nach vorn und nach hinten, nach rechts und nach links 
suchte, und daraus Grenzen für u t v, w selbst erhielte; aber wir wollen das 
Problem rein analytisch behandeln. Man eliminire aus den obigen Ungleich- 
heiten, ganz auf dieselbe Weise wie bei einem linearen System von Gleichungen, 
vermittels der bekonnten Methode der Multiplicatoren nach und nach je zwei 
von den drei Variabein, wobei man nur die Vorsicht zu beobachten bat, dafs 
man, wenn ein Multiplicator negativ ist, alle Zeichen < in > verwandele, 
oder, was für die praefische Ausführung am bequemsten ist, dafs man in diesem 
Falte die drei Glieder, aus denen die Ungleichheit zusammengesetzt ist, in 
umgekehrter Ordnung schreibe, so dafs man z.B., wenn man v und tc elimi- 
niren wiU, und der Multiplicator ß'y"—ß"y' negativ ist, als erste Zeile 
(ß'y"-ß"r')i' < (/SY'- etc < (fty"—ß"y')X 

ii * 



zu schreiben bat Beobachtet man dieses Verfahren, indem man jede der drei 
Ungleichheiten mit geeigneten Multiplicatoren multiplicirl, und addirt dann jedes- 
mal die Resultate, so wird man zu drei Ungleichheiten von der Form 

sKu<:sr, A X <9<.A\, s/ 7 <w<A' 7 
geführt, welche eine notwendige Folge der obigen sind; so dafs nun die 
ganzen Werthe von v, v, w in vollkommen bestimmte Grenzen eingeschlossen 
sind. Man beachte, dafs diese Methode ebenso auf lineare Ungleichheiten mit 
beliebig vielen Variabein angewandt werden kann, und dafs auch hier, wie bei 
den Gleichungen, die hinreichende Bedingung der Möglichkeit der Lösung darin 
besteht, dafs die Determinante des Systems einen von Null verschiedenen Werth 
haben mufs; diese Bedingung wird bei unsern vier obigen Systemen erfüllt, weil 
ihre Determinante, wie schon öfter bemerkt, = — §pa~ ist. 

Von den auf diese Weise aus den vier obigen Systemen gefundenen 
ganzen Werthen für u, v, w müssen zuerst diejenigen ausgeschlossen wer- 
den, welche einen gemeinschaftlichen Theiler haben; alle übrigen müssen 
in die beiden Bedingungen (5.) und (7.) eingesetzt werden; alle diejenigen 
von ihnen, welche diesen beiden Bedingungen zugleich genügen, geben ebenso 
viele Lösungen der Aufgabe; alle übrigen sind zu verwerfen. — Wir kommen 
jetzt zu der Aequivalenz der Formen. 

Aufgabe. „Es sind zwei assoeiirte Formen F und G gegeben: man 
soll entscheiden, ob dieselben aequivalent sind, oder nicht, und im ersten Falle 
nlle Transformationen von F in G suchen." 

Es sei a der erste Coefficienl von Fi man verwandle nach Anleitung 
von §. 6. F in eine reducirte Form mit dem ersten Coefficienten a; diese 
sei R, Je nachdem nun G und R aequivalent sind, oder nicht, werden auch 
F und G aequivalent sein, oder nicht. Damit aber G und R aequivalent seien, 
ist nach §. 6. erforderlich und hinreichend, dafs es eine Darstellung von « 
durch G gebe, deren Gruppe zu der reducirten Form R gehört. Man suche 
folglich nach der vorigen Aufgabe alle Gruppen von Darstellungen der Zahl a 
durch die Form G, oder vielmehr aus jeder Gruppe eine dieser Darstellungen ; 
zu jeder der so gefundenen Darstellungen et, ß, y, deren Anzahl offenbar end- 
lich ist, bestimme man nach §. 6. sechs ganze Zahlen a\ ß' t y*, a", ß", y", 
Von der Art, dafs die Determinante des Systems 

i«, «") 
ß. V> ß" 
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der Einheit gleich wird, and dtfs G durch die eben geschriebene Substitution 
in eine reducirte Form mit dem ersten Coöfficienten a übergeht Diese Ope- 
ration, der Reihe nach auf alle gefundenen Darstellungen angewandt, liefert 
offenbar nach §. 6. alle zu a gehörigen und der Form G aequivalenlen redu- 
curten Formen. Wir haben also nur noch zu untersuchen, ob sich unter die- 
sen reducirlen Formen eine befindet, welche mit R identisch ist. Ist dies der 
Fall, so liefert die hiernach bereits bekannte Substitution S von G in R, in 
Verbindung mit der ebenfalls bekannten T von F in R, eine Substitution von 
F in G, nämlich die Substitution TXp aus welcher sich vermöge der For- 
meln des §. 8. alle übrigen berechnen lassen. Im entgegengesetzten Falle, 
d. h. wenn keine der zuletzt erwähnten reducirlen Formen mit R identisch ist, 
können auch F und G nicht aequivalent sein. 

Man sieht, dafs die Beantwortung aller eben bebandelten Fragen von der 
Kenntnifs einer Fundamental-Auflösung der Gleichung *P= 1, d. h. der Gleichung 
(8.) u i --pp l f-\pp,z i —ipuyz = 1, 
y=v-\-w(), z = v -\ w (? , 
abhängt. Es wird daher gut sein, eine, wenigstens theoretisch ausführbare, 
wenn auch nicht in practischer Hinsicht zweckmässige Operation anzugeben, 
durch welche man eine Fundamental-Auflösung dieser Gleichung finden kann. 

Es sei u, r, w irgend eine Lösung der Gleichung (8.), welche man 
auf einem beliebigen Wege, z. B. durch die Principien der Kreistheilung, 
nach §.4. III. suchen kann, deren Auffindung also immer möglich ist; es seien 
4., B in C, die dieser speciellen Auflösung entsprechenden Werlhe der drei 
correspondirenden Linearfactoren von *, und es werde der hiernach vollkom- 
men bekannte Ausdruck 

iV(Log^ — (»LogÄJ, =t 
gesetzt. Um nun eine Fundamental-Auflösung zu finden, haben wir zufolge der 
Definition derselben nichts anders zu thun, als diejenigen ganzen Werthe von 
v, o t w zu suchen, für welche erstlich die Norm des Regulators --^ r, also 

(9.) N (Log A — p Log Ä) ^ t 
wird; welche Werthe zweitens der Gleichung (8.) genügen, so dafs also 

(10.) ABC = 1 
ist, und für welche aufserdem drittens die Norm des Regulators ein Minimum wird. 
Eine nothwondige Folge der Bedingung (9.) ist (Log^4) a < |t, (LogÄ)*^^ 
folglich 

- tf*T) < Log^ < Mt) , - /(4t) < Logfl < yUi). 
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Dadurch ergeben sich, wenn man von den Logarithmen au A und B selbst 
übergeht, ganz bestimmte positive obere und untere Grenzen für die absoluten 
Werthe von A und B; also wegen C = ergeben sich auch ganz be- 
stimmte untero und obere Grenzen für den absoluten Werth von C. Diese 
Grenzen sind für A und B dieselben, nämlich e~ v ^\ t™ J \ und e Ji ^ ,] 
für C, wo e für einen Augenblick die Basis der natürlichen Logarithmen 
bezeichnet. Man erhält hieraus für A, B, C selbst vier Systeme von Un- 
gleichheiten, die alle von der Form derer in (Ä) sind und folglich nach der 
obigen Regel aufgelöset werden können. Hieraus ergeben sich Grenzen für u, 
v, w, und alle zwischen ihnen enthaltenen ganzen Werlhe dieser Variabein 
müssen nach und nach in (8.) gesetzt werden. Nachdem man alle diejenigen, 
für welche letztere Gleichung nichterfüllt wird, verworfen hat, bilde man die 
Normen der Regulatoren für alle übrigen; die kleinste unter diesen Normen 
wird — a sein, und die ihr entsprechenden Lösungen sind die Fundamental- 
Auflösungen. 

Von der Classification der associirlen Formen. 

§. 10. 

I. Wie schon bemerkt, besteht das Princip der Classification der asso- 
ciirlen Formen darin, je zwei Formen in dieselbe oder in verschiedene Classen 
aufzunehmen, je nachdem dieselben aequivalent sind, oder nicht. Wir wollen 
zuerst durch eine rein arithmetische Betrachtung nachweisen, dafs die Anzahl 
dieser Classen immer endlich ist; später, bei der Aufsuchung des allgemeinen 
Gesetzes, welches zwischen der Primzahl p und der Anzahl der Classen statt- 
findet, wird die Wahrheit dieses wichtigen Salzes durch einen analytischen 
Beweis aufs neue bekräftigt werden. Es lassen sich jedoch, der nothwendigen 
Kürze wegen, hier nur die Grundzüge des Beweises geben und es mufs die 
weitere Ausführung dem Leser überlassen bleiben. 

1. „Di« kleinste positive Zahl, welche durch eine gegebene anso- 
ciirte Form darstellbar ist, ist immer < f j»." 

Es sei G eine gegebene assoeürte Form und a die kleinste durch sie 
darstellbare positive Zahl, also auch — a die kleinste durch sie darstellbare 
negative Zahl. Da die Darstellung nolhwendig eine eigentliche sein wird, so 
kann man nach §. 6. unendlich viele der G aequivalenten Formen mit dem 
ersten Coefficienten a finden, für welche b, c, d in den Formeln 
b = b„<p-\-b:.fi-ma, c = c„<f + c;,y, rf = ^y-f<,v/ 
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enthalten sind , wo m und n alle möglichen ganzen Zahlen, <p und y alle gan- 
zen Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler vorstellen. Da 22V(«-frfp), nach 
tp und y/ geordnet, einer quadrafachen Form mit den Variabein tp und y> 
und reellen ganzen Coefficienten gleich wird, deren Determinante offenbar 
= — 3(«i,4u— c',4,) = — 3« 1 ist, so kann man (nach Disq. arithm. art. 171.) 
Ober <p und y so disponiren, dafs 2V(c-f-<fo), »Iso auch N(c-\- </©'), <Co 
wird. (Unter dem Zeichen <; ist hier immer die Gleichheit mitverstanden.) 
Ferner kann man über m so disponiren, dafs N{b)<i^^(a) wird. Es sei 
der Kürze halber c-\-do = *, c-^do" 1 — f. Wir können demnach eine der 
G aequivalente Form finden, in welcher N(b)<C \a 2 , \(e) = N(f) <L « ist. 
Da a die kleinste durch diese Form darstellbare Zahl ist, so wird der Coöffi- 
cient von e 3 in derselben, der ebenfalls durch diese Form darstellbar ist, 
absolut genommen, nothwendig >a sein, so dafs 

N(a>) < A T (H «4 + /tf) N(b+ e 9V -f-ft'*)2V(H *<>^ +/> , 
also um so mehr, nach einem bekannten Salze und wegen A 7 (t/) = JV (#)=/». • 

<{*(*)+ 2,2V(#)}>, 
A(«)<2V(*)+2;>iV(*) 
sein wird. Hieraus folgt, wegen 2V(*)<*a» und N(e)<a: 
« 2 <i« ? + 2 /» a > fl <i«+'^^ *«<2f>, «<ff»f was zu beweisen war. 

2. Da demnach jede associirte Form wenigstens eine positive Zahl 
darstellt, die <C $j» ist, so kann man jede associirte Form in eine aequivalente 
reduarte Form (§. 6.) verwandeln, deren erster Coefficient <C$p ist. Bildet 
man demnach alle reducirten Formen, deren erster Coefficient <Cff> ist, so 
wird die Anzahl derselben gröfser sein als die Anzahl der Classen, wenn sich 
unter ihnen aequivalente befinden. Aber ans der Definition der reducirten Formen 
(§. 6. (9.)) folgt, dafs die Anzahl derselben endlich ist: folglich ist um so 
mehr dis Anzahl der Clusaen endlich, und es ist zugleich eine Methode 
gegeben, um ein vollständiges System nicht aequivalenter Formen zu cons inn- 
ren. Ware es gestattet, länger bei dem eben gefundenen, höchst wichtigen 
Resultate so verweilen, so würden sich auf dasselbe neue und elegante Lö- 
sungen der Probleme des §. 4. und §. 9. gründen lassen; wir behalten es 
Übrigens vor, auf diesen Gegenstand zurückzukommen Wie schon bemerkt, 
wird sich weiter unten ein analytischer Beweis des Satzes ergeben; es ist 
daher vorläufig das bisher Entwickelte zu Ignoriren. 

II. Es sei 

(1.) F, F' t F\ F"' etc. 
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ein System von nicht aequivalenten assocürten Formen, welche also die Eigen- 
schaft haben, dafs jede assoeiirte Form einer und nnr einer von ihnen acqui- 
valent ist. Man suche alle ganzen Zahlen auf, welche durch die Formen (1.) 
dargestellt werden können und bestimme für jede von ihnen die Anzahl der 
eigentlichen Darstellungen, deren dioselbe durch die Gesaramtheit der Formen (1.) 
ffihig ist. Damit eine ganze positive Zahl M, welche zu (/»/>, —/»/»,) relative 
Primzahl vorausgesetzt wird, durch eine der Formen (1.) darstellbar sei, ist 
nothig, dafs eine reducirte Form mit dem ersten Coefficienten M existire, 
welche einer jener Form aequivalent ist: folglich ist nach §. 7. erforderlich, 
dafs jeder Primfactor von M zu p eubischer Rest sei. Diese Bedingung ist 
aber auch hinreichend, und ich behaupte, dafs wenn man 

(2.) Jtf = 

setzt, wo g x , q t u. s. w. verschiedene Primfactoren von M und sfimmllich zu p 
eubische Reste sind , die Anzahl der Gruppen von Darstellungen von M. durch 
die Gesammtheit der Formen (1.) endlich und durch die Formel 

(3.) 3iti.3ft3.3fi} .... 3n^ 
ausgedrückt sein wird. In der Thal: unter der für die Primfactoren q von M 
gemachten Annahme bezeichnet die eben geschriebene Formel (3.) nach §. 7. 
die Anzahl der reducirten Formen, deren erster Coefficient M ist; und da 
jede dieser reducirten Formen einer und nur einer von den Formen (1.) 
aequivalent ist, so entspricht- nach §. 6. jeder dieser reducirten Formen eine 
und nur eine Gruppe von Darstellungen der Zahl M durch die Gesammtheit der 
Formen (1.). Giebt es z. B. unter den reducirten Formen o solche, welche F 
aequivalent sind, ß solche, welche F aequivalent sind u. s. w. , so hat man a 
Gruppen von Darstellungen von M durch F, ft Gruppen von Darstellungen 
von M durch F' u. s. w. Da nun «}/?}.... dem Ausdrucke in (3.) gleich 
ist, so giebt die Formel (3.) die Anzahl der Gruppen von Darstellungen, welche 
.ff durch die Gesammtheit der Formen (1.) zuläfst. 

Es lassen sich jetzt nach dem vorigen Paragraphen die Variabein jeder 
ussoeiirten Form Bedingungen unterwerfen, durch welche alle Darstellungen 
einer Gruppe auf eine dieser Darstellungen zurückgerührt werden. Diese Be- 
dingungen sind für die Form F, wenn man a den ersten Coefficienten von F 
vorstellen ififst und ä 2 F=(f ipx setzt, 

, 4 ^ J 0 ^ (Log & + Log 33) . Log (k <p) -f Log!Ö . Log(Ay) < a , 
Logjb. Log^Ary) — Log&.Log(A:y'X °> 
und von ahnlicher Gestalt für die Übrigen Formen. Man sieht also, daf». 
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wenn man in den Formen (1.) den Variabein nur solche Werthe in relativen 
Primzahlen giebt, welche den Bedingungen (4.) genügen, die Anzahl der 
Darstellungen von M durch die Formen (1.) endlich und durch die Formel (3.) 
ausgedrückt sein wird. 

Bildet man demnach zwei Reihen von Zahlen, indem man einerseits in 
den Formen (1.) die Variabein alle möglichen ganzen Werthe durchlaufen lälst, 
welche erstlich keinen gemeinschaftlichen Tbeiler haben , zweitens den Bedin- 
gungen (4.) genügen, und welche endlich drittens den Formen (1.) Werthe 
geben, die zu 2^ppi—pp,) relative Primzahlen und positiv sind: und in- 
dem man andrerseits alle ganzen Zahlen 3t hinschreibt, deren sämmtÜche Prim- 
factoren zu p cubische Reste sind, und zwar jedes M so oft, als die Formel(3.) 
anzeigt: so werden diese beiden Reihen vollkommen identisch sein und sich durch 
nichts anderes unterscheiden , als durch die Anordnung ihrer Glieder ; und diese 
Identität wird nicht aufhören, wenn man in beiden Reihen von jedem ihrer 
Glieder eine ganz beliebige Function nimmt. Es ist demnach leicht, die Richtig- 
keit der folgenden allgemeinen Formel einzusehen, welche wir jetzt sollreiben 
wollen, und in welcher zwei Falle unterschieden sind, je nachdem die Anzahl 
der Glieder der Reibe (1.) endlich oder unendlich grofs angenommen wird: 
(5.) js^J^-^ ^ + s £ + v + elc . 

In dieser Formel bezeichnet der Exponent « eine beliebige Constante :> 1 . 
Das Zeichen = bezieht sich auf den Fall, wenn man zngiebt, dafs die An- 
zahl der Formen (1.) endlich ist, das Zeichen >> auf den andern Fall, wenn 
man das Gegentheil behauptet: in beiden Fallen soll die Anzahl der Partial- 
summen rechts endlich und = U angenommen werden , wahrend U im ersten 
der beiden eben unterschiedenen Falle die Anzahl der Formen (1.), im zwei- 
ten Falle eine beliebig grofse ganze Zahl bezeichnet. Die Summe zur 
Linken erstreckt sich Ober alle positiven ganzen Zahlen M, welche zu 

- iP ü l J!~ } " g relative Primzahlen sind und deren sämmtliche Primfacto- 

ren a der Bedingung (ß ) ^ _ J 

genügen, wahrend /t für jedes dieser unendlich vielen eben definirten M die 
Anzahl seiner Primfactoren und n,, n,, die Exponenten derselben 

- 

*) Obgleich der zweite von diesen beiden Fallen anstalthaft ist, ignoriren wir doch 
jetzt das in I. Gesagte, und müssen iha daher so lange mitgehen lassen, bis die Ober- 
zeugung von seiner Unmöglichkeit analytisch gegeben sein wird. 

12 
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bezeichnen. Die Summen zur Rechten beziehen sich auf alle ganzen Werthe 
der Variabein iler Formen F, F, .... F lH " u , welche keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler Laben , den Bedingungen (4.) genügen und den Formen Werthe 
gehen, die zu R relative Primzahlen und positiv sind. Die Richtigkeit der 
Formel ergiebt sich aus der Identität der beiden oben betrachteten Reihen und 
aus dem Umstände, dafs die Summe zur Linken aus lauter positiven Glie- 
dern besteht und einen vollkommen bestimmten und, wie hieraus folgt, von 
der Anordnung ihrer Glieder unabhängigen Werth hat, so lange nur die Con- 
stanle t über der Einheit liegt. Wenn zuerst die Anzahl der Formen (1.) 
endlich und — // ist, so entspricht in (5.) jedem Gliede links ein und nur 
ein Glied rechts, und umgekehrt jedem Gliede rechts ein und nur ein Glied 
links. Da nun die Summe links von der Aufeinanderfolge ihrer Glieder un- 
abhängig ist, so sind in diesem ersten Falle die beiden Thdle der Formel 
einander vollkommen gleich. Ist hingegen die Anzahl der Formen (1.) unendlich 
grofs, so werden rechts noch nicht so viele Glieder stehen, als links; und da 
alle Glieder positiv sind, so wird offenbar die Summe links den Gomplex der U 
Summen rechts an Gröfse übertreffen: denn wenn man aus oiner Summe von seihst 
unendlich vielen positiven Gliedern, welche einen ganz bestimmten und von d*r 
Anordnung ihrer Glieder unabhängigen Werth hat, eine Anzahl von Gliedern 
herausfallen lafsl, so wird der Werth der Summe dadurch verringert werden. 

Behandeln wir zuerst die Reihe auf der linken Seile von (5.). Be- 
zeichnet man durch q das allgemeine Glied aller reellen Primzahlen, welche 
nicht in E aufgehen und welche der Bedingung (0.) genügen, und bedenkl 
man, dafs jede ganze Zahl M eine und nur eine Zerfällung in Primfactoren 
wie in (2.) znlafst, so ist leicht zu sehen, dafs die Reihe links in (5.) sich 
auf die Form des unendlichen Producles 

„/, , 3.1 , 3.2 , 3.3 , 3.4 , 3.-0 , . . P \ 

bringen lüfsl, in welchem 77 sich auf alle q bezieht. 

♦ • 

Dh allgemein 

H-:i« + 3/2« a -i-3.3« , -l-3.4« 4 -f3.5s*-fIninf. = ^r^fr = 

\i — «) (I — Z} 

ist. so ist obiges Product so viel als 



— ; iTs ~ 1 

n(t — V) n ( 1 f \ 

7 ' *_ J 
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Alle möglichen Primzahlen g, welche nicht in E aufgehen, zerfallen in drei 

Classen. Die der ersten Ciasse» welche bereits durch q bezeichnet wurde, 
genügen der Bedingung (6.), wahrend die der beiden andern Classen, die 
resp. durch r und * bezeichnet wurden, resp. den Bedingungen 

genügen, also die nichteubiseben Reste zu p sind; und man sieht, dafs alle q, 
alle r und alle * zusammengenommen alle g erschöpfen. Mulliplicirt man jetzt 
Zähler und Nenner des eben geschriebenen Productes mit 



77 

und bedenkt, dafs 



so erhält man 



('-£)'- ('-£)("-£)(-£). 
«-± -("-£)(>-$)(■-*)• 



'-7 >-f «-£ 

X 17 — ^-j- 77 L_ 77 1— dividirl durch 77 i— , 

7* t* ** 1 V 

oder auch, was wegen (6.) und (7.) Dasselbe ist, wenn man erwagl, dafs 

\_y-\ — * oder = p oder = 
ist, je nachdem g=q oder = r oder =* ist: 

n—^-r- 77 -- 77 1 



Es sind jetst vier Producle zu betrachten, von welchen drei den 
Zähler und eines den Nenner des eben geschriebenen Ausdrucks bilden. Von 
diesen vier Producten lafet sich jedes in eine merkwürdige und sehr einfache 

12» 
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Keine transformiren, wenn man sein allgemeines Glied nach der Formel 

entwickelt und dann die sich Ober alle g erstreckenden Multiplicalionen wirk- 
lich ausführt. In der That: bedenkt man, dafs jedes Product aus Primsahlen, 
wie g, eine ganze Zahl m hervorbringt, die mit E keinen gemeinschaftlichen 
Theiler hat, und dafs umgekehrt jede positive ganze Zahl m, die dieser letz- 
tern Bedingung genügt, sich auf eine, und nur auf eine Art in Primsahlen g 
»erlegen lafst, und berücksichtigt man aufserdem die allgemeine Formel (Vergl. 
„Beweis des eubischen Recipr. Ges.") 



so erhält man olfenbar, wenn m das allgemeine Glied aller positiven ganzen 
Zahlen bezeichnet, welche zu E relative Primzahlen sind, 

l ^ 1 



(8.) n 



(9) "r77]T = ^^ 



(io.) n — = zT^T — - , 

Hiernach nimmt die ursprüngliche Reihe in (5.)» um deren Transformation es 
sich handelte, die Form 



2 

m 



n* """ Lp, J in* ""L/j, J m' 



an, wo sich jede der vier Summen über alle positiven ganzen Zahlen erstreckt, die 

mit 1E= ^PP>~P P*1 keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Fasset man 

jetzt wieder (5.) ins Auge und multiplioirl dort mit dem Nenner des eben 
geschriebenen Ausdrucks nach rechts hinüber (was offenbar erlaubt ist, da der 
Werth dieses aus lauter positiven Gliedern bestehenden Nenners positiv i*l). 
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so erscheint links das Product der drei Reihen im Zähler des eben geschriebenen 
Ausdrucks, während man rechts einen Complex von H Tennen erhält, von 
welchen sich jeder auf folgende Weise umformen läfst. Der erste Term wird 
offenbar, wenn man die Multiplikation ausführt, der Quadrupelreihe 

**" {m* F) e 

gleich. Nun ist F eme homogene Function dritten Grades der drei Variabein 
tr, r, w; folglich ist wi'F nichts anders, als Das, was man aus F erhält, wenn 
man an die Stelle der ursprünglichen Variabein »111 = «., mv= p,, tnw = w l 
setzt. Da m offenbar von den Werthen von u, v, w ganz unabhängig 
ist, so ist es erlaubt, in den Ungleichheiten (4.) die Constante k als eine 
Function von tn zu betrachten. Es sei dort km an die Stelle von Ar gesetzt, 
und es werde das neue * als von m unabhängig betrachtet. Dadurch gehen 
Ary, Ary resp. in krtttp, kmy Aber. Aber da y, y lineare Functionen von 
w, v, w sind, so ist m<p nichts anders als <p(v lt r it te,) und my> nichts anders 
als »//(«„»,, u>,); folglich behalten die Bedingungen (4.) nach dieser neuen 
Annahme genau dieselbe Form, welche sie vor derselben hatten, während an 
die Stelle von u, v, w die neuen Variabein v n tr, treten. Sehen wir 
jetzt, welches die Natur dieser neuen Systeme it lt v lt u>, sei. Da w, v, w 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so ist m der gröfste gemeinschaftliche 
Theiler von w,, t> lt u>,: aber »1 stellt jede positive ganze Zahl vor, die zu E 
relative Primzahl ist, und da F zu R relative Primzahl werden soll, so ist 
es nöthig und hinreichend, dafs nfF, d. h. F, wenn man statt 11, r, w resp. 

v n it>i setzt, vaK relative Primzahl werde. Nun können nur solche Werlhe 
von «,, »,» tri den Werth von F zu einer zu F relativen Primzahl machen, 
deren gröfster gemeinschaftlicher Theiler zu E relative Primzahl ist. Also 
reprfisentiren t?,, w l alle möglichen ganzen Systeme, welche, in F statt 
der Variabeln gesetzt, F zu einer zu E relativen Primzahl und positiv machen, 
und in </>, y statt der Variabein gesetzt, die Bedingungen (4.) erfüllen. Nach- 
dem so die Natur dieser neuen Systeme gefunden ist , können wir wieder 
u, v f w statt t?,, m>, schreiben. Dieses giebt 

v 1 

"P ' 

wo sich die Summalion über alle ganzen Werthe von u, v, w erstreckt, die F 
zu einer zu K relativen Primzahl und positiv machen und den Bedingungen (4.) 
genügen. Da die H— 1 übrigen Tennen einer ganz ähnlichen Reduction fähig 



- 94 - 

sind, so ergiebt Bich aus (5.) folgendes Resultat: 

wo statt [—] der gleichbedeutende Ausdruck q 1m ' " geschrieben, und wo es 

ganz gleichgültig ist, auf welche primitive Wurzel man Ind. m besieht, da 
die Annahme einer andern höchstens eine Vertauschung der zweiten und drit- 
ten Reihe links in (12.) zur Folge haben kann, also den Werth ihres Producta« 
nicht ändert. Die drei Summationen links erstrecken sich ober alle positiven 
ganzen Zahlen m, welche mit K keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; 
während rechts in jeder der U Formen F u. s. w. die Variabein alle ganzen 
Werthe durchlaufen, welche den W'erth der entsprechenden Form positiv und 
zu einer zn Ä relativen Primzahl machen, und welche den jeder Form ent- 
sprechenden Bedingungen (4.) genügen. 

Die Formel (12.) wird jetzt dazu dienen, die Anzahl der Classen zu 
bestimmen. Um diesen Zweck zu erreichen, bedienen wir uns der von 
Ih richtet eingeführten, sehr expeditiven und ungemein fruchtbaren Grenz- 
belraciiiungen. Man setze f an die Stelle von « und multiplicire beide 
Seilen der Formel mit #. Für alle Werthe von * > 0 wird , je nach den 
beiden Fällen, die zu unterscheiden sind, die Gleichheit oder Ungleich- 
heit unverändert bleiben. Kann man nun zeigen, dafs jede der beiden Sei- 
ten der so umgewandelten Formel eine vollkommen stetige Function von i 
ist, die auch für « = 0 ihre Stetigkeit nicht verliert, so folgt, dafs auch 
für < — 0 die Gleichheil oder Ungleichheit besteht, und dafs im zweiten Falle 
wenigstens das Zeichen > nicht in <, sondern höchstens in = übergehen 

kann. Die Function ist stetig für alle abnehmenden positiven Werthe 

von * bis < = () inclusive, und nimmt für t = 0 einen vollkommen bestimmten 
endlichen Werth an, vorausgesetzt, dafs man die Werthe von m in ihrer natür- 
lichen Reihenfolge, d. h. nach ihrer Gröfse geordnet, auf einander folgen lasse. 

Unter derselben Voraussetzung sind die Reihen -^^ttt und ^5 s0 ? ar 

bis t = — 1 (exclusive) stetig und nehmen für e=ü ebenfalls endliche Werthe 
an. Endlich sind die Functionen 

bis f=U inclmive stetig und werden für «=0 endlich und alle einander 
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gleich, so dafs ihre Summe für * = 0 zu einem Product aus Ii und einem 
endlichen Ausdrucke wird. Es folgt hieraus weiter, mit Evidenz, dafs die 
Anzahl der Formen in (1.) nicht unendlich grofs sein kann: denn wate dies 
möglich, so würde man, wahrend // eine beliebig grofse ganze Zahl vor- 
stellt, aus der Formel für * = 0 eine Formel Yon folgender Gestalt herleiten 
können: 

...,«;. l^h.l; 

wahrend L und L' vollkommen bestimmte endliche positive YYerthe sind. Eine 
solche Formel enthalt aber offenbar einen Widerspruch, da von vorn herein 

H>-r, angenommen werden konnte. 



T' 

„Die Anzahl der CUusen, in welche sich alle assoeiirten Formen 
„emiheilen lassen, ist also immer endlich," 

Diese Art zu schliefsen ist derjenigen ganz ähnlich, durch welche 
Üirichlet bewiesen hat, dafs für die quadratischen Formen alle möglichen 
Genera wirklich existiren. 

. , . i. . • . . * - . < - • i-i j -. , , • , • 

Ausdruck der Anzahl der Classen durch das Product zweier conjugirten 

unendlichen Reihen. 

§. 11. ' 
I. Um die am Schlüsse des vorigen Paragraphen angedeuteten Un- 
tersuchungen auszuführen, ist zu erforschen, was jede der oben erwähn- 
ten Functionen wird, wenn man e gegen seine Grenze Null convergiren läTst. 

Die beiden Reihen -2" ^" und 2 machen keine Schwierigkeit, denn 

mm 

sie verwandeln sich geradezu in diejenigen Reihen, welche man aus ihnen 
erhalt, wenn man f — 0 setzt , also in die Reihen 

0 1ml.* ..Und.* 

, , . ( • (13.) g und S 9 - . 

{Vergl. Dhrichlet „Recherches sur diverses appKcations de Panalyse infinite- 
simale etc.'* im 19ten Bande des Ctoftechen Journals Seite 880.) 

Um den VVerth der Function tJS * für e=±0 zu finden, bemerke 

man, dafs alle Warthe von «i in eine endliche Anzahl von Gruppen gelheilt 
werden können, deren allgemeine Glieder die Form 

m' £,'-}-« '= Em, 

haben, w* «' alle positiven ganzen Zahlen und a eine bestimmte ganze Zahl 



uigi 
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<E vorstellt, so dafs m, das allgemeine Glied einer arithmetischen Reihe 
mit der Differenz t wird. Bezeichnet man durch /",,/;, .... alle in K auf- 
gehenden Primzahlen, so wird die Anzahl dieser Gruppen durch 

••• = 7) 

ausgedrückt; denn « erhfilt nach und nach alle Werthe, die <JE und zu 1£ 
relative Primzahlen sind. Hiernach zerfällt die Summe f^— ~ in eben so 
viele Parlialsummen von der Form 

und da für < — 0 in ^ übergebt, so ist nur noch zu untersuchen, 

was eS-Jj+; wird. Dies geschieht nach dem von Dirichlet aufgestellten 

Satze (R. s. d. a. etc. Seite 327). Die Anzahl der Werthe von tn n welche 
<Z K sind, wenn K eine beliebig hohe positive Grenze bezeichnet, liegt 
immer zwischen K und K-\~l; also ist das Verhfiltnifs dieser Anzahl zu K, 
wenn K = 00 wird, =1; mithin ist auch nach dem DiricAletschen Salze 
der Werth der Parlialsumme = . | = ^ für t — O; folglich ist der Werth 
der ganzen Summe für f = 0, 

(14.) Ä /7(l-i), 

nämlich gleich einem endlichen Producte, in welchem sich die Mulliplication 

über alle reellen Primfactoren f von /?-- - V' Pt ~? E*) erstreckt. 

e-e 

II. Aufgabe. „Alle Systeme von Werlhen der Variabein zu finden, 
welche eine assoeiirte Form zu einer zu K relativen Primzahl machen." 

Gohen wir zuerst von einer allgemeineren Voraussetzung aus, und 
nehmen an, dafs G eine beliebige ternäre eubische Form mit ganzen Coefß- 
cienten sei Da congruente Werthe der Variabein (mod. #£) der Form G 
selbst congruente Werthe geben, so werden sich offenbar alle Systeme von 
Werlhen der Variabein u, v, w, welche G zu einer zu i£ relativen Prim- 
zahl machen, durch eine endliche Anzahl von Congruenzen von der Form 

u ~ w„ , v rz. r„ , w ^' «?„ (mod. K) 
darstellen lassen, während «„, p„, w„ aus irgend einem bestimmten Resten- 
systeme (mod. Z£) genommen sind und ebenfalls der Bedingung genügen. Wir 
nennen je zwei Sysleaae cvngrucnt oder mcongrwnt, je nachdem aie in 
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(15.) 



einer und derselben, oder in verschiedenen dieser Formeln enthalten sind. 
Ich behaupte jetzt, dafs, wenn die Form G' in G durch eine Substitution 

n u -\~ a* v -\- a"w — vf t 
ßu-\-ß'v+ß"w = V', 
yu \ y' v \ y" w = ic' 
übergeht, deren Coeffieienten ganz sind, und deren Determinante J zu E 
relative Primzahl ist, die Anzahl dor der Bedingung genügenden incongruenten 
Systeme fürC genau eben so grofs sein wird, wie für G. In der That: be- 
trachtet man die eben geschriebenen Gleichungen (15.) als Congruenzen (mod. /£), 
und löset sie durch Elimination nach v, v, w auf, so erhalt man ein System 
Congruenzen von der Form 

tJu = B g «'-f- a\v'-\- a['w' (mod.E), 
(16.) J Jo = /*,«'-}-/?>'-} /*>' (mod.fi), 

und da J zu E relative Primzahl ist, so sieht man aus (16.), dafs jedem 
Systeme u>' ein, und nur ein vollkommen bestimmtes System u, v, w 

entspricht; und aus (15.) sieht man, dafs jedem System u t v, w ein vollkom- 
men bestimmtes System u', w' entspricht Andrerseits hat man, wenn man die 
Variabein von G und G' durch (15.) oder durch (16.) verknüpft sich vorstellt, 
in allen Füllen = (mod. £?): folglich entspricht jedem Systeme v, v, w, 
welches G zu einer zu E relativen Primzahl macht, auch ein solches u', v', •*>', 
welches G' zu einer zu E relativen Primzahl macht; und umgekehrt: jedem 
Systeme v' y w', welches G' zu einer zu E relativen Primzahl macht, ent- 
spricht ein solches u, v, w, welches G zu einer zu E relaliven Primzahl macht; 
immer abgesehn von Vielfachen des Moduls: folglich ist die Anzahl der in- 
congruenten Systeme von Variabein, welche G' zu einer zu E relativen 
Primzahl machen, gleich der Anzahl der incongruenten Systeme, welche G zu 
einer zu E relativen Primzahl machen. 

Nach §. 7. und §. 6. kann man jede assoeiirte Form in eine aequi- 
valente transformiren, deren erster Coefficient zu E relative Primzahl ist; und 
nach dem Vorigen wird die Anzahl der incongruenten Systeme, welche die neue 
Form zu einer zu E relativen Primzahl machen, dieselbe sein, wie für die alte 
Form; denn die Determinante des Transformationssystems ist hier = l, also 
gewifs relative Primzahl zu E. Es sei also F eine assoeiirte Form, deren 
erster Coefßcient a zu E relative Primzahl ist, so ist es offenbar nölhig und 
hinreichend für unsere Bedingung, dafs a 7 F zu E relative Primzahl sei. Zer- 

13 
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legi man tCF auf die häufig in dieser Abhandlung vorkommende Weise, so 
sieht man aua §. 5.. dafs ä'F aus der einfachen Grundform 

durch eine Substitution gefunden werden kann, deren Determinante —a , also 
zu E relative Primzahl ist. Wir können also wieder den vorhin bewiesenen 
Satz anwenden und sehen nun, dafs Alles jetzt daranf ankommt, die Anzahl 
incongruenter Systeme «, v, w zu finden, für welche* zu R relative Prim- 
zahl wird. Es sei ^ „ „ n 

E = fi fi fi 

Bestimmen wir einzeln die Anzahl von Systemen (mod. /","')» (mod. f*') etc , 
für welche <f> resp. zu /","', /y etc. relative Primaahl ist. Das Product aller 
dieser einzelnen Anzahlen wird die gesuchto Anzahl geben; denn jede Com- 
hination der nach jenen einzelnen Moduln gefundenen Systeme liefert ein 
System nach dem Modul E. Um aber alle nach dem Modul f incongruenlen 
Systeme zu finden, für welche * zu f" relative Primzahl wird, hat man nur 
aus allen möglichen f 1 * nach (mod./*") incongruenlen Systemen diejenigen 
auszuscheiden, für welche * = 0 (mod./*) wird. Ks seien u Systeme vor- 
handen, deren Variabein in der Reihe 

0, 1, 2, :i, .... f—\ 
liegen und welche dieser letzleren Congrncnz genügen. Aus jedem derselben 
kann man offenbar durch Hinzufügung von Vielfachen von /" Systeme 
ableiten, welche in der Reihe 

ü, 1, 2, 3, .... f — i 
liegen; folglich giebl es nach dem Modul f überhaupt ft.f sl —' > Systeme, für 
welche «/>s^0 (mod./') wird, und mithin giebt die Differenz f—pf*— 1 * = 
die Anzahl aller nach dem Modul f incongruenlen Systeme, für 
welche «/» zu f relative Primzahl ist. Überhaupt ist also die gesuchte Anzahl 

=C(' -7f)^C -TT) • • "= *'(' - £)(' -fi)- ' ■ 

wo , resp. die Anzahlen der nicht congruenten Lösungen von 

(mod./j), *zrü (mod. /Y) u s. w. bezeichnen. Es handelt sich jetzt 

darum, für jeden Primfaclor f von E das zugehörige u zu findon. 

Für f = 2 hat man {t> -\- wp} 3 ~= v s -f v*wq -j- F»V*f w* =lz 

v -f w -f vw (<>-}- p T ) =3 r-j-ir-f rw (mod.2); eben so (p-j-tr^) 5 rr. r-f-tu-J t>u? 

(mod. 2.); ferner ti 1 w, + w?) und p == I, 

- 3/> == 1 (mod. 2) ; also ergiebt sich * zu v 4- (/» 4 -f /», -i~«)(r-{-«>-f n») (mod. 2) 
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Es kommt also darauf an, alle Systeme u, v, w aus der Reihe 0, i zu fin- 
den, für welche der zuletzt geschriebene Ausdruck gerade wird. Ist nun 
erstens oder, was dasselbe besagt, Pi~p 7 gerade, so bat man blofs 

ff(l -fr-f w \~vw) = v(l -f c)(l-\-w) (mod. 2) zu machen. Setzt man 
w = o, so können v und w jeden Werth hoben; und setzt man w = I, so 
kann man für r, w rcsp. 0, I ; 1,0; 1,1 nehmen: also erhält man im Ganzen 
Hieben Systeme, die der Bedingung genügen. Ist zweitens p t ± p 7 ungerade, 
so wird der Ausdruck u-\-(p l -\-p 2 -{-u){v-\- w-\- vw) immer ungerade, wenn 
man u — 1 setzt; und für w = 0 hat man v—w-^vw gerade zu machen, 
welches v — 0, w — Q erfordert; mithin existirt in diesem zweiten Falle nur 
ein einziges System u — p=:0, w — 0, welches tf»£^0 (mod. 2) macht. 
Also hat man /* = ~ oder m=1, je nachdem p x — p t gerade oder un- 
gerade ist. 

FQr f= 3 hat man pp t .iE — l '-.ppt (mod. 3), (» ^ 

tf-yto 1 ^ v-\-te (mod 3); eben so (n-f wy 1 )*— o-\-w: also ist *f> «-j-r-ff 
(mod. 3) und folglich giebt es zu jedem Werlhe von v und w aus 0, 1, 2 einen, 
und nur einen für v, welcher 0 = 0 (mod. 3) macht. Also ist p = '.>. 

Fflr f=p hat man offenbar «*»= t* 1 (mod.p); olso mufs man nothwendig 
u = 0 setzen, und v und w können dann beliebige Wertbe aus O, 1,2, .... p—i 
bekommen. Dies giebt p^p 1 . 

Andere, von 2, 3 nnd p verschiedene Primfactoren f von K, welche 

also Theilor von ^' — 'r ■> d. h. Theiler des Coefficienten von p in », sind, kommen 

entweder gar nicht, oder nur in geringer Anzahl vor, wenn p nicht eine sehr 
beträchtliche Gröfse hat. Wirft man z. B. den Blick auf die kleine Tabelle am 
Ende des §. 3. , so siebt man, dafs für alle Werthe von p, unter Hundert, der 
Coefßcient von f in pi keinen einzigen von 2 und 3 verschiedenen Theiler 
hat. Ich behaupte jetzt, dafs alle diese Theiler, wenn sie vorkommen, zu p 
cv bische Rette sind. Denn da für jeden dieser Theiler f, p, p t (mod. f) ist, 
so folgt, wenn man auf beiden Seilen mit p t miilliplicirl, p\~ppx (mod./). 

folglich, wenn f^ 'i (mod. 3) ist, [-p] = l< und wenn f i= 1 (mod. 3), 
J ein complexer Primfactor von f ist, [-p]= 1- In beiden Füllen bat man 
also nach dem cubischen Reciprocitfitsgesetze (Vergl. Crelle'tt Journal Band 27. 
Seite 305 und 307) = U mUhin ist f «ubischer Rest zu p und folglich nach 

13* 
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§. 3. ein Theiler von <£. Dieser schon an und für sich zierliche Satz ver- 
einfacht die spätem Resultate bedeutend. Da also pp t p] und eben so 
pp t =pl (mod./*) »st, so folgt 

Letzterer Ausdruck läfst sich aber in das Producl folgender drei rationalen 
Factoren zerlegen: 

u ±p l . (v-rvtf+pi. (»+ »eW 

u rPii> ( p + "> C) • ! - Pj (f (» -f » C 7 ) » 

«4 -PiQ 7 (9-\-w(f)-\-p 3 p (p-r»r)- 
Jeder dieser drei Facloren = 0 (niod. f) gesetzt , giebt zu jedem v und w 
ein ganz bestimmtes u, also f 1 Systeme tt, r, tu; folglich giebt es 3/* 7 Systeme, 
welche irgend einen der drei Factoren durch f theitbar machen. Unter diesen 
Sf 1 Systemen kommen aber diejenigen doppelt vor, welche zugleich zwei der 
drei Factoren ~ 0 (mod. /") , aber nicht alle drei durch f (heilbar machen ; 
und dasjenige t* = 0, » — 0, 10 = 0, welches alle drei durch f (heilbar macht, 
kommt sogar dreimal vor. Nun ist leicht zu sehen, dafs je zwei der obigen 
drei Factoren, zu gleicher Zeit e= 0 (mod. f) gesetzt, für jedes gegebene u 
ein ganz bestimmtes v und w, also f Systeme geben, so dafs es also $f — 3 
Systeme giebt, welche irgend zwei, aber nicht alle drei Factoren durch f (heilbar 
machen : denn dafs es nur ein System «, v, w giebt, welches alle drei durch f 
(heilbar macht, folgt unmittelbar daraus, dafs die Determinante desjenigen linearen 
Systems, welches die drei Facloren in u, v, w ausdrückt, — —9p also zu f 
relative Primzahl ist. Man zieht hieraus fi = 3/* 1 — (3/*— 3) — 2 = Zp — 3/"-f I , 
und dieser Werlh von ,« in 1 — £ gesetzt, giebt 

= (..})•. 

Nun ist immer = 1, also kann man diese Formel auch so schreiben: 

''(-f)('-[£f)o-[£ri). 

Die entsprechenden Werthe für f= 2, 3, p sind dagegen resp. 

l-g=- 8 oder = i_£_ = i__. 

Mit Hülfe dieser Werthe erhalt man für die Anzahl der incongruenlen Systeme, 
welche *, also auch derer, welche die ursprüngliche assoeiirte Form zu einer 
zu B relativen Primzahl machen, durch die Formel 
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(17) r 

ausgedrückt; wo sich die Multiplication über alle Primfactoren f von E, f= 2, A 

und p nicht ausgeschlossen , erstreckt, und wo das Symbol wie bisher. 

den Rest von /iO>-'> (mod. j»,) bezeichnet; also die Nuli, wenn /" mit p zusam- 
menfallt. Die Richtigkeit dieser Formel erhellet nach dem Vorigen sogleich, 
wenn man bedenkt, dafs für f— 2 der Fall /t = 1 gar nicht vorkommen kann, 
so oft 2 ein Theiler von pi — p*, also auch 2 ein Theiler von fj,-f p 2 ist; denn 

- - t=4=('-iR'- ä-X'-£Ji wh. »r 

/»jhO (mod. 2) immer [^-J= 1 ist; ist hingegen 2 blofs in JE, aber nicht in 
/>,- ^ enthalten, so gilt ,u= 1 , 1 - £ = 1 - * = ( 1 - 1) ( 1 - <> I) ( | - <r -J ); 

und in der That ist in diesem zweiten Falle £~J = C oder = so dafs eine 
und dieselbe Formel beide Fälle umfafst: denn wäre in dem zweiten Falle 
[^-] = 1 , so hätte man, wegen [--] = [^J-] p t (mod. 2) und wegen 

[^-] = [^"] — [^] — P* ( mod - 2 )? sowohl j>, == l (mod. 2), als auch 

p t ~l (mod. 2) also p t —p t = 0 (mod. 2); gegen die Voraussetzung. Was 
endlich den Theiler 3 betrifft, so erhellet, dafs für ihn im Zähler der obigen 
Formel die beiden Factoren des Nenners zu viel geschrieben worden sind, 
also mit desselben dividirt werden mufs. 

III. Nachdem diese vorbereitende Aufgabe gelöset worden, kommen 
wir zu der Bestimmung der Functionen 



für t = 0. Da die verschiedenen Formen F, F*, .... in diesen Functionen 
sich nur durch ihre Coefficienten von einander unterscheiden, und da in jeder 
derselben die Variabein ganz ähnlichen Bedingungen unterworfen sind, wie in 
der ersten, so werden wir von den eben geschriebenen Functionen nur die 
erste, als Repräsentant aller übrigen, betrachten. Man wird später sehen, 
dafs das Resultat für diese spezielle Form von dem Werthe ihrer Coefficienten 
ganz unabhängig ist und nur von der Primzahl p abhängt, welche auf alle H 
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Formen denselben Einflute hat. Sobald diese Behauptung bewiesen sein wird, 
lafsl sich schliefsen, dafs das gefundene Resultat genau eben so für die an- 
dern //— I Functionen richtig ist, und noch mehr, dafs man die Summe aller 
H Functionen für * = U findet, wenn man das Resultat für eine derselben mit 
H multiplicirL 

Da die Variabein der Form F zunächst der Bedingung genügen sollen, 
dafs F ku E relative Primzahl sei, so theiien sie sich in eine Anzahl Systeme 
von der Form 

(18.) u = Eu„ r — Kr,, uy = Eto^ 
wo die neuen Variabein u n w, gebrochene Werth e haben und nach beiden 
Seilen unbegrenzte arithmetische Reihen durchlaufen, deren Differenz = 1 
ist; die Anzahl dieser Systeme wird durch (17.) bestimmt. Untersuchen wir 

jetzt die Partialsummen , in welche hiernach die Summe zerfällt. Jede 

dieser Partialsummen hat dieselbe Form wie die ursprüngliche Summe, wenn 
man nur statt n, v, w die Formeln aus (18.) setzt. Verrichtet man diese 
Substitution, so folgt aus der Homogencität der Function F, dafs man nichts 
anders erhält als E 1 , multiplicirt mit demjenigen F, welches aus dem «r- 
sprflnglichen F hervorgeht, wenn man «,,»,, w t an die Stelle von «, c, u> 

schreibt. Setzt man andrerseits in die Ungleichheilsbedingnngen (4.) statt 

der noch unbestimmt gelassenen Conslanle Ar, so bleiben auch diese ganz 
unverändert; nur dafs wegen der linearen Beschaffenheit von tp und y in die- 
sen letzteren «?,, v it u?i an die Stelle von u, t>, w treten; denn es ist 

p i~-ßi w,— -g • Jede der Partialsummen erhält folglich die Form: 

1 ^ 1 



(•+0 ~" f"+* ' 
unter der Bedingung 

19 )(> <^ (Loga -f- Log 93) Log Ar </> 4 Log&.LogAry/ < o und 
fo<| Log 93. Log Ar y — Log'Jl.LogA'V < <*\ 
wo sowohl in F als in <f und V die Variabein nach beiden Seiten unbe- 
grenzte arithmetische Reihen mit der Differenz 1 durchlaufen, und wo F 
positiv werden mufs. Da für * = <) in E 5 übergeht, so ist jetzt 

hlofs der Werth von 

(20.) eJ^, 
zu untersuchen und dieser dann durch E 3 zu dividiren. 
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Um den Dirichlefachen Satz anwenden zu können, roufs die Anzahl 
der Werlhe der Variabein bestimmt werden , für welche in der Summe (20.) 
F unter der Grenze K liegt, oder vielmehr der Werth des Verhältnisses dieser 
Anzahl zu K, wenn K ins Unendliche wachst. Es sei der Kürze wegen 

K=-^, k = £ und £ unendlich klein. Es ist also zu bestimmen, wie 
viele Werlhe der vorhin definirlen Variabein es gebe, für welche F_^^. 

d. h. l^F^Z I und F positiv ist; und für welche die Bedingungen (19.) erfüllt 
werden, wenn man dort £ an die Stelle von k setzt. Da aber ±*F nichts an- 
ders ist als F t wenn man die Variabein mit £ multiplicirl, und da eben so 
und 'C,y aus <p und y entstehen, so ist die Anzahl der Werlhe solcher Varia- 
bein zu suchen, welche unbegrenzte arithmetische Reihen mit der Differenz 'C 
durchlaufen, und weiche don Bedingungen 

(21.) 0 < «jpv* <^ a\ 
(22) )° ~ ( Lo ?' a T L <>?35) L ogy-i-LogÖ.Logi// < o. 
fO <^ Log^ö Logy — Log?l.Logv < o 
genügen; wo a den ersten Coefficientcn von F bezeichnet und t? F— (f \f>% ist. 
Diese Anzahl, durch k dividirt oder mit £ J multiplicirt, ist olTenbar nichts an- 
ders als der Werth des folgenden Tripel -Integrals: 

(23.) Jfj öudodw = J, 

welches sich über alle stetigen Werlhe von w, v, w erstreckt, die den Be- 
dingungen (21.) und (22.) genügen. In der That: betrachtet man die Bedingun- 
gen, welchen die Variabein des eben geschriebenen Integrals unterworfen sind, 
so sieht man, dafe dasselbe, wenn u, v, w auf rechtwinklige Coordinnlen- 
Axen bezogen werden, eineu nach allen Seiten völlig begrenzten Körper aus- 
drückt. Es werde für einen Augenblick £ noch als endlich angesehen, wenn 
auch als sehr klein; und es sei das Product aus £ und der oft erwähnten 
Anzahl = B; n sei diejenige endliche ganze Zahl, welche ausdrückt, wie 
oft die Oberfläche des Körpers, dessen Inhalt = A ist, höchstens von einer 
geraden Linie geschnitten werden kann. Man stelle sich den unendlichen 
Raum durch Parallel -Ebenen mit den drei Coordinaten -Ebenen, jede von 
der andern in dem Abslande =£ gezogen, in lauter kleine Würfelchen 
zerlegt vor; zu jedem Würfeleckpuncte betrachte man einen der 8 um ihn 
herumliegenden Würfelchen nach einem bestimmten Princip als zu dem Eck- 
punete pehörif, z. B. denjenigen, welcher nach oben, nach recht» und nach 



vorn liegt Der Complex aller Würfelchcn , welche zu den sämmllichen, inner- 
halb oder auf der Oberfläche des Körpers A liegenden Eckpnnclen gehören, 
wird einen Körper bilden, dessen Inhalt =B ist. Die Oberflache dieses neuen 
Körpers B, welche sehr complicirt aber geradflächig sein wird, kann die des 
Körpers A mannigfaltig durchschneiden und bald außerhalb bald innerhalb 
derselben liegen. Fassen wir eine der drei Coordinalen- Ebenen ins Auge, 
welche in lauter kleine Quadrate £ 7 zerschnitten sein wird, und auf welcher 
sich nach beiden Seilen Aber jedem dieser kleinen Quadrate ein viereckiges 
Prisma erhebt. Jedes dieser kleinen Prismen wird die Oberfläche des Körpers 
A (höchstens nnial) durchbrechen und aus derselben kleine Stückchen heraus- 
schneiden, die wir durch tu bezeichnen; eben so wird jedes dieser Prismen 
aus der Oberfläche des Körpers B Würfel wände herausschneiden. Dasjenige 
Stück eines solchen Prisma A°, welches zu A gehört, sei a, das zu B gehö- 
rende b. Rückt man in einem der Prismen k hinauf oder hinunter, bis man für 
ein bestimmtes tu zum ersten Male zu einer Würfelwand gelangt, die ganz 
außerhalb tu fällt, so wird diese entweder mit der b beschliefsenden Würfel- 
wand identisch sein, oder unmittelbar auf dieselbe folgen; das von diesen neuen 
Würfelwänden begrenzte Stück c des Prisma wird also höchstens um 2£ J gröfser 
sein als b. Nimmt man statt der zum ersten Male aufscrhalb w fallenden Würfel- 
wände die zum ersten Male ganz innerhalb tu fallenden, so wird das dieser 
Begrenzung entsprechende Stück d des Prisma höchstens um QV kleiner sein 
als b; jedenfalls liegen a und b beide zwischen c und ä, so dafs also der 
absolute Werth der Differenz a — b kleiner sein wird als e—d. Das kleine 
Stück e — </ = « enthält den Oberflächentheil tu ganz in sich und ist gleich 
dem Producle aus C in eine seiner Seilenwände; aber der höchste und der 
niedrigste Punct, in welchem diese Seitenwände tu begrenzen ist von resp. den 
höchsten und niedrigsten Puncten der Seitenwand selbst um weniger als £ ent- 
fernt, und da tu krumm ist, so ist jede Scitenwand von e nothwendig <C tu -{-2 u*: 
also ist e selbst <Z'C.a>-\-'2'£ > und folglich kleiner als ein cylindrischer Körper, 
dessen Höhe u und dessen Grundfläche t»-j- der doppelten Grundfläche des vier- 
eckigen Prisma ist. Die Summe aller e innerhalb des Prisma Ar wird also klei- 
ner sein als ein cylindrischer Körper, dessen Höhe £ und dessen Grundfläche 
gleich ist dem ganzen innerhalb k liegenden Theil der Oberfläche J-f- dem 
2 n fachen Grundschnitt von k: um so mehr wir dalso der absolute Werth der 
Differenz zwischen allen a und allen b innerhalb des k kleiner sein, als der 
eben bezeichnete Körper. Dieses Resultat gilt für alle viereckigen Prismen k. 
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Sammirt man also für alle k, so ergiebt sich, dafs ±(A-B) kleiner ist als 
ein cylindrischer KOrper, dessen Hohe £ und dessen Grundfläche der ganzen 
krummen Oberfläche 0 von A gleich ist, vermehrt um die 2 n fache Einfassungs- 
fläche ihres Grundschnitts. Wir nennen nämlich Einfassung einer ebenen Curve 
diejenige Curve, welche der ursprünglichen zunächst liegt, aber ganz außer- 
halb derselben, und dabei aus lauter ebenen Elementen =£ zusammengesetzt 
ist; den von dieser Einfassung umschlossenen Theil der Ebene aber die FAn- 
fassungs fläche. Nun lflfst sich ganz durch dieselbe Betrachtung, wie oben bei 
Körpern, zeigen, dafs die Differenz zwischen der Einfassungsiläche einer ebenen 
Curve und der Curve selbst, kleiner ist als ein Rechteck, dessen Höhe = £ und 
dessen Grundlinie = dem Umfange der Curve ist, vermehrt um das Anfache 
Stück eine Coordinaten-Axe, welches innerhalb der Einfassung liegt. Dieses 
letztere Stück ist wieder kleiner als das um 2»£ vermehrte Stück der Coor- 
dinaten-Axe, welches innerhalb der Curve selbst liegt. Bezeichnet man also 
durch O, P, q und X respective die krumme Oberfläche von A, den Inhalt, den 
Umfang und die Axe des Grundschnitts von A, so erhalt man 

±<4-B)< £©+2«C[P+f5+2»i;(*+2«M, d.h. 
±{Ä-B) < (0-f 2nP).^2«y-4-4nU).£ I -f8ii\$ J ; 
und zwar streng richtig für alle endlichen Werthe von £. Da nun O, P, q, X, n 
ganz bestimmte und von £ ganz unabhängige Werthe sind, so kann, für ab- 
nehmende Werthe von £, ±(A — B) jede Grenze der Kleinheit erreichen; 
folglich hat man ganz genau B = A für £ unendlich klein; was zu beweisen 
war. Man könnte dem Beweise mit Hülfe einer Figur mehr Entwicklung 
geben: indessen wird sich Jeder selbst durch Anschauung den Gegenstand 
klarer machen können, als es durch Worte möglich ist. 

Sobald der Werth des Integrals A bestimmt ist, folgt aus dem Di- 
WcA/e/schen Satze (Bd. 19. Seite 327 dieses Journals), dafs der Werth von 
(20.) endlich und ebenfalls —A ist. 

IV. Der allgemeine Fundamentalsatz, welcher Jeder Transformation von 
Integralen zum Grunde liegt, ist folgender. 

„Wenn in einem Integrale mit dem Elemente 

du dv dw . ... 

die Variabein u, e, w», durch neue Variabein x, y, z, ersetzt wer- 
den, von denen die alten Functionen sind, so mufs das eben geschriebene 
Element durch 

J . dx dy dz 

14 
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ersetzt werden, wo J die sogenannte PunctionaldeUrmmante , nämlich der 

absolute Werth der Determinante des Systems partieller Differentialquoüenten 

i du du du \ 
i d~x ' Ify ' d z ' J 



du 


du 


d u 






Ti 




do 


dv 






dz 


d w 




dtc 



.... 

J dw bw dtc \ 
I cTr' ~d~z* • • • • 1 

>,j :i k[-. >i .v .':tiiM>i . :' f i ->*.i i^.-*i:i i!'ni;!i .vi.?;y. üj'"jl<\ 1 :, >\v/. ,iv 

ist - Sind die allen Variabein in die neuen blofs durch lineare Svsleme 

« = «t}«'v{«"« t ;..., 

v — ßx A- ß'y -\- ß"z f , 

m> = yx 4 y'v \- y" z , 

-kvj'J ih::!* i;!'?ii:t) / 7 tlV \':v sfltf flu V-rriM 'i ■»■«.; Irf i 

oajji ii r: ji; Jor>:[ >i ^ M 3^ a y > 

ausgedrückt, so ist ^ = «, K" 0 "' ^ u * s * w ' fol « licb 

ist für eine solche Substitution die FuncÜonaldetermiaanle nichts anderes als 

die Determinante des linearen Systems, welches u, v, w, in x, y, z, 

ausdrückt, mithin eine Consiante, mit der das ganze Integral zu multipliciren 
ist. Weit häufiger kommt indessen der Fall vor, dafs die neuen Varia b ein 
als lineare Verbindungen der alton eingeführt werden. In diesem Falle müTsle 
man also erst die Gleichungen nach den alten Variabein auflösen and die De- 
terminante des so erhaltenen umgekehrten Systems suchen. Aber da wir 
a priori wissen, dafs die Determinante eines umgekehrten Systems gleich ist 
dem reeiproken Werlhe der Determinante des ursprünglichen Systems, so 
läfst sich folgender allgemeine Satz aufstellen, in welchem wir, wie in dem 
vorigen voraussetzen, dafs die Integrale vollkommen bestimmt und von der 
Anordnung ihrer Elemente unabhängig sind. 

„Will man in ein vielfaches Integral mit den Variabein w, v, w, 

statt dieser lineare Verbindungen derselben x % y, z f substiluiren, 

so ist, aufser der Einführung der neuen Variabein selbst, nichts anders 

zu thun, als du dv Bw durch vx dy cz zu ersetzen und 

das neue Integral durch den absoluten Werth der Determinante desjeni- 
gen linearen Systems zn dividiren, welches die neuen Variabelu in die 
alten ausdrückt." 

Es versteht sich von selbst, dafs hierbei alle Coefficienten reell« Werthe haben 
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Um diesen Satz auf das vorliegende Integral (23.) anzuwenden, fahren 
wir zunächst <p, / an die Stelle von «, », w ein. Da die Determinante 
desjenigen Systems, welches (p, y, £ in t/, 0, m> ausdrückt, wie schon oft 
bemerkt, =— 9/»« 1 ist, so erhalt man 

A = ^k/fßt ** 

während die Ungleichheitsbedingungen dieselben bleiben wie in (21.) und (22.). 
Da das Product g>tyx positiv ist, so lassen sich füry, y, % nur die folgenden 
Zeichencombinationen 

-h -h +; -b — ; — * +» — ; — i -> + 

; und da für jede dieser vier Zeichencombinaö'onen das Integral den- 
selben Werth annimmt, so ist es erlaubt, dasselbe mit 4 zu multfpliciren und 
(f, y, x als positiv zu betrachten. Da ferner aus (21.) 

o < x < ^1 

folgt, und da für % gar keine andere Bedingung Statt findet, so können wir die 

a* 

Integration nach x ausführen, von £ = 0 bis , und erhalten so 

A — »pJJ <py> ' 

unter der Bedingung 

0 ^ (Log^-pLog^^Sy + ^og^'^ÄV < a und 

<) ^ Log&.Iogy — Log 3t. log <C 0.» 
wo <p und i// nur positive Werthe bekommen, und wo deshalb log</> und logy 
an die Stelle von Logv und Logv geschrieben worden ist. 

Nun werde Iogy=y, logy = * gesetzt, also </> = y/ = 
Für diese Substitution wird die Functionaldeterminante 

>t sich 

A = 

0 ^ (Log 9t -f Log^)y + Log©.« < a, 
0 <: Log 93. y — Log'*.* < o. 
Führt man endlich die zwischen 0 und a in den eben geschriebenen 
Ungleichheiten stehenden linearen Ausdrücke von y und z als neue Variabein 
u und r ein. und bemerkt, dafs die Determinante des dieser Substitution ent- 
sprechenden linearen Systems = — Log g . (Log 91 -f Log 23) - (Log »)* = — <r 

14 # 
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itl, so orgiebt »ich , rr 

0 <^ u <C a, 0 <, v <L o; 
folglich, wenn man die jetzt von einander ganz unabhängigen Integrationen 
nach v und v ausführt, 

A - *^ 
A ~ »P' 

Dies ist der Werth von .4. Da derselbe von der Natur der speciellen Par- 
tialreihe, und auch von der der Totalreihe, welcher dieselbe ihre Entstehung 
verdankte, ganz unabhängig ist, so erhall man den Werth der Summe aller 
am Anfange von III. aufgestellten Functionen, wenn man A mit JE 1 dividirt und 
mit der Anzahl der Partialreihen (17.) und mit H mulüpticirt, also: 

Da dieser Ausdruck in der Thal diejenige Beschaffenheit hat, die am Ende 
des vorigen Paragraphen vorausgesagt wurde, so bestehen die dortigen Schlüsse 
in voller Kraft, und folglich mufs in den Gleichungen (5.) und (12.) des vori- 
gen Paragraphen statt der beiden Zeichen f> blofs das Zeichen = gesetzt 
werden. Der Ausdruck in (24.) ist also gleich dem Producte der Ausdrücke 
in (13.) und (14.). Der Ausdruck (14.) hebt sich gegen den entsprechen- 
den Factor in (24.) auf, und nach den Gleichungen (9.) und (10.). welche 
auch für e — l gelten , ist 
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und eben so, wenn überall [— f statt [— ] geschrieben wird. Alle f und g zu- 
sammengenommen erschöpfen aber die ganze Reihe der positiven Primzahlen 
ohne Ausnahme: also können nach demselben Princip, welches im vorigen Pa- 
ragraphen angewandt wurde, die Ausdrücke rechts die einfachere Form 

und sUqL 

annehmen , wo n alle positiven ganzen Zahlen ohne Ausnahme vorstellt. 

Fafst man Alles dieses zusammen, so giebt (13.), (14.) und (24.): 

w « - K('-[fK)('-Kri)^]f *tfjf 
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Dies ist der Ausdruck der Anzahl der nicht aequivalenten asaociirten Formen 
durch das Product zweier Summen, die einander conjugirt sind und deren 
Product folglich als die Norm jeder von beiden dargestellt werden kann. 

Man bemerke, dafs ö(l-[^]{)(l-[-J j) = (3-l)(3-l) = 4, oder 

= (3 — p)(3 — p')=13 ist, je nachdem der Coäfficient von o in p t durch 3 
theilbar ist, oder nicht. (Vergl. die Abhandlung: „Nachtrag zum cubischen 
Reciprocitälssatze " Seite 34 im 28len Bande dieses Journals.) 

Lehrsalz 8. 

„Die Anzahl der Ciaseen von associirten Formen ist durch die 
Gleichung 

(26.) h = ^rfAii^fAri 

gegelten, wo a die Norm de» Regulators einer Fundamental- Auflösung 
von <P = 1 und n alte positiven ganzen Zahlen vorstellt, und wo 1 = 4 
oder l = 13 ist, je nachdem der Coifßcient von o in p % durch 3 theilbar 
ist, oder nicht." 

V. Ehe wir zu der Summalion der beiden Reihen übergehen, durch 
welche die Anzahl der Classen ausgedrückt wird, müssen wir noch einmal 
den Blick auf die Gleichung (12.) des vorigen Paragraphen werfen, in welcher 
= statt ^> zu setzen ist, und auf eine merkwürdige Folgerung aufmerksam 
machen, die sich aus jener Gleichung ziehen Iäfst. Wenn man in der zweiten 
und dritten der beiden Summen zur Linken dieser Gleichung an die Stelle 
von w resp. m? und m" setzt und die Multiplication ausführt, so erhält man 
die Tripelreihe 

^lad. m'+ 7 Ind. m m 

S (tnm'm'y ' 

Setzt man 

mm' in" = M, 

so kommt in dieser Tripelreihe für einen bestimmten Werth von M das Glied 
gerade so oft vor, als es die 8umme 

anzeigt; wo sich die Summalion Über alle Werlhe von m' und m" erstreckt, 
die man erhält, wenn man die ganze ZahliKf, welche zuE relative Primzahl ist, 
auf alle möglichen Arten in das Product dreier (positiven) Factoren M=mm'm" 
zerlegt. Gerade so oft mufs also auch in der Totalität der Summen rechts 
in (12.), wenn man dieselben nach der Grifse*ihres Nenners ordnet, d. h. wenn 



Digitized by Google 



— 110 — 

man in ihnen die Glieder nach der Gröfse des Nenners anf einander folgen 

laTst, das Glied ^- erscheinen; und gerade so oft wird also auch die Zahl jW 

durch die Totalität der Formen (1.) eigentlich oder uneigenttich darstellbar 
sein, wenn man die Variabein dieser Formen den Ungleichheiten (4.) unter- 
wirft. Dies giebt folgenden merkwürdigen Säte: 

Lehrsatz 9. 

»Jede positive ganze Zahl M, welche zu R =- ' 2(, ' P Q , ~ Q t 1 ^ relative 

Primzahl ist, d. h. welche weder durch >, noch durch p, noch durch irgend 
einen der Primfactoren des Coefßcienten von o in />, theilbar ist, gestattet 
durch die den Ungleichheiten (4.) unterworfenen nicht aequivalenten asso- 
ciirten Formen immer genau so viele Darstellungen, als die Formel 

(27.) Sq**- 4 - llwl - 
unzeigt, wenn Ind. sich auf die Primzahl p bezieht und mm'm" alle 
möglichen Zerfälhtngen von M. in das Product dreier Factoren vorstellt. 

Wahrend also die analoge Anzahl bei den quadratischen Formen durch 
eine einfache Summe (durch den Cberschufs u. s. w.) gegeben ist, erscheint 
sie hier als Doppelsumme. 

Beispiel. Es sei M. eine Primzahl; dann hat man blofs die drei Zer- 
legungen 1. 1 . Jtf, 1 .iW. 1, . 1 . 1, und da Ind. 1=0 ist, so ergiebt sich nach 
(27.) blofs o" 1 " 4 *** : (> w " w -f 1 ; also entweder 3 oder 0, je nachdem Ind.Jf 
durch 3 theilbar ist, oder nicht. Wenn also M zu p nicht eubischer Rest ist, 
so giebt es gar keine Darstellungen ; und ist M zu p eubischer Rest, so giebt 
es 3 Darstellungen, welche immer zu einer und derselben , oder zu correspon- 
direnden Formen gehören und aus einander durch Permutaüon der Linearfacto- 
ren abgeleitet werden können. Es zeigt sich also, dafs alle Primzahlen nach den 
Formen, durch welche sie darstellbar sind . in Classen gelheilt werden können. 

Besonders merkwürdig ist der Fall, wenn nur eine Classe vorhanden 
ist, d. h. wenn H = 1 ist. In diesem speciellen Falle wird diese eine Classe 
immer durch die Form </> reprasentirt, und der Satz 9. gilt von dieser Grund- 
form 0 allein. Eben so gelten dann auch die am Anfange von 10. ent- 
wickelten Betrachtungen von der Form *P allein, und es läfet sich auf diesen 
Umstand eine Theorie der complexen Zahlen von der Form 

« -f (r 4 • wo) \{p Pt ) -{- (t> + w r) iXpp,) 
gründen, welche in diesem FaUe in Beziehung raf ZerfaHnng in cemplexe Prim- 
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factoren a. s. w. ganz die Eigenschaften der gewöhnlichen Zahlen dienen : auch 
könnte man für diese neuen complexen Zahlen eine Theorie der quadratischen 
Formen aufstellen, indem man die Coefiicienten und Variabein der Formen 
selbst von dieser complexen Form annimmt u. s. w. 

Das Resultat des Lehrsatzes 9. Iflfst sich in analytischer Form durch 
die Identität der beiden folgenden Reihen aussprechen, in welchen A eine ganz 
willkürliche Function bezeichnet: 

(28.) ^- > nw.--^ MM ' M «) SA{V)\SA{JP)\ de. 
Alle vorkommenden Summen sind Tripelreihen ;'«», rn', m" bedeuten, unabhängig 
von einander, alle ganzen positiven Zahlen, welche zu E relative Primzahlen 
sind, und die Summen rechts erstrecken sich über alle ganzen Werthe der 

Variabcln'in den Formen P, i* v , pot-*)^ welche den Ungleichheiten (4.) 

genügen und den Formen positive Werthe geben, und auf solche, die zu E rela- 
tive Primzahlen sind. Setzt man z. B. A(z) = y% wo y<C 1 ist, so erliält man 

(29.) j£ 9 M.m'+*M.>«'f-~» = 2f-\- Sq** \- etc. 
Eine der drei Summalionen v links läfst sich mit Hülfe der Kreis/vnclionen 
ausführen und eine zweite mit Hülfe der elliptischen Functionen, und man 
erhält dann links einfache Reihen, welche nach elliptischen Functionen der 
Vielfachen eines Arguments fortlaufen, so dafs man auf diesem Wege zu 
einer merkwürdigen Transformation einer transcendenten Function gelangt, die 
bisher von den Analysten noch nicht untersucht worden ist. Alles dies be- 
rühren wir jedoch hier nur im Vorbeigehen, weil diese Sätze nur ganz 
specielle Fälle viel allgemeinerer Wahrheiten sind, von welchen wir am pas- 
senden Orte mit aller Ausführlichkeit sprechen werden. Wir wollen blofs 
noch zeigen, dafs die Tripelreihe in (29.) convergirl und dafs sie von der An- 
ordnung ihrer Glieder, also auch von der Ordnung, in welcher man die beiden 
Summationen ausführt, ganz unabhängig ist. In der Thal wird diese Reihe 
die eben erwähnte Eigenschaft in um so höherem Maafee besitzen, wenn die 
Reihe 2q*,*,*h sie besitzt, in welcher wi,, n»,, iWj nicht mehr blofs die rela- 
tiven Primzahlen zu E, sondern alle möglichen positiven ganzen Zahlen als 
Werthe erhalten. Es läfst sieh aber allgemein zeigen, dafs jede Reihe von 
der Form 

2q m '^ m --- m f=S, f<l, 
in welcher mi ( , .... in^ unabhängig von einander, alle positiven ganzen Werthe 
erhallen, convergent und von der Anordnung ihrer Glieder unabhängig ist. 
Es sei M eine bestimmte positive ganze Zahl, so wird die Polenz y" so oft 
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in der Reihe vorkommen, als diejenige Anzahl anzeigt, welche man erhält, 
wenn man auf alle mögliche Arten 

üf = Wl| Wlj . . . • tUp 

setzt, statt jedes dieser Prodncle m,«*, — w M das folgende 1 schreibt, 

and die Summe aller dieser Einheiten nimmt. Diese Anzahl wird aber gewifs 
kleiner sein als diejenige, welche man erhalt, wenn man, statt in dem Producta 
m,n,....M^ die Elemente blofs Factoren von M durchlaufen zu lassen, den- 
selben vielmehr alle Werthe aus der Reihe I, 2, 3, 4 bis giebt; letztere 
Anzahl ist aber offenbar =Mf. Da nun die Reibe 

X Wo" 

immer convergirt, so wird die Reihe & dieselbe Eigenschaft in noch viel höhe- 
rem Grade besitzen. 

Wir bemerken noch, dafs, analog der Gleichung (29.), auch die fol- 
gende Statt findet: 

(30.) /7(^(Mm'm"/ W, "' +,,nd '"") = /7^/(F).77^(F') . 
wo ober ebenfalls, wie für die Summen in (28.), nölhig ist, dafs vermöge 
der Form der allgemeinen Function A die unendlichen Producte von der An- 
ordnung ihrer Factoren unabhängig sind. 

Definitive Bestimmung der Anzahl der Classcn. 

§. 12. 

Wir kommen zu der Summation der beiden Reihen, durch deren Product 
die Anzahl der Classen ausgedrückt wird. Da die zweite dieser beiden Reihen 
aus der ersten durch die Vertauschung von q mit q 1 hervorgeht, so braucht . 
man nur die Summe der ersten zu suchen und wird daraus die der zweiten 
erhallen, wcun man in dem Resultate p mit vertauscht. 

Die Summe z\— I— ist ganz gleichbedeutend mit S^" d - " — , wenn 

man nnr festsetzt, dafs p'" d -" für den Fall n = 0 (raod./>), wo diese Potenz 
eigentlich ohne Sinn ist, die Null vorstellen soll. Um die Summation aus- 
zuführen, mufs man sich der Formeln in $.1. bedienen. 

Nach dem ersten Paragraphen ist, wenn r eine imaginäre /»te Wurzel 

der Einheit bezeichnet /iTV'"" '^* = t™ m . lm js~ t Q t1 *- k r>, also 

isl Asl 

9 r 
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Diese Formel gilt, wie dort bewiesen wurde, fflr alle nicht durch p theilbaren 
Werthe von*«: aber sie gilt auch, nach der getroffenen Übereinkunft, wie 
man sieht, für i» = 0 (mod./»). Dieser Werth von p'" d ", in die Summe nach 
» gesetat, giebt 




Die Summation nach n Iafst sich jetzt vermöge bekannter Formeln ausfahren. 
Es ist nämlich, wenn Log den naturlichen Logarithmen des analytischen Mo- 
duls eines imaginären Ausdrucks bezeichnet, da r* und r~ l = r t ''- 1) conjugirte 
Werthe sind, 

-i X r *4 r " 4- ^ 4- ) 

k ^ . r30>-i) . . H -Log(l-r*)-Log(l-r^); 

H r? T —j- -}- -y- -f- — | [-....) 

also erhalt man, da Ind.(— 1)= *(/>-l)= 0 (mod. 3), folglich (,<>"• </>-'> = 

^ ^ [-^"'»LogCl-r»)], mithin 

t *TV»"*>Log(l-r*) 

(31.) ^^-^= ' 

■=« ^ p ,,,ML4 r* 

1=1 

Eben so ergiebt sich also auch für die Summe der andern Reihe: 

, \ = i~V"' U Log(l-r i ) 
(32.) = --^x^., 

Das Product der beiden Nenner rechts in (31.) und (32.) ist nach §. 1. 
Formel (5.) —p, und die Zahler können folgendermafsen transformirt werden. 
Setzt man, wie in §. 2., 

T^f = «• 

wo s, C dieselbe Bedeutung haben sollen, wie in §.2., und bezeichnet 
durch r", f', r*", . . . .; r>, r^, r' 1 ", . . . . ; r*, r*', r>"', .... resp. die in der 
ersten, zweiten, dritten Periode enthaltenen Wurzeln der Einheit, so da/s für 
alle a, Ind. a==0 (mod. 3), für alle ß, Ind. /?=! (mod. 3), für alle y, 
Ind. y ^ 2 (mod. 3) wird, so erhall man 

15 
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e — (l-r-)(I-r«2(l-0.... j wenn Jn ^ » der Werlh x = , 
, = (l-r'Xl-rOa-r* ).... fc d 

5 = (l-f#)(I-r^(l— rH-... I 
folglich 

^V"'-* Log(l-r') = LogH(> Lo ^-f e ?L °gS ? 

lm z\"«'*lAg(i— r l ) = Log|-| ^Logi?-f <»Log£; 
i=i 

und zwar §, 77, £ für den speciellen Werth a: = 1 genommen. Substitut man 
nun die Werthe aus (31.) und (32.) für die Reihen in (26.) und benutzt 
das eben Gesagte, so ergiebi sich 

(33.) » = ^(Logl-fpLog»?-] p'Log^fLog^-t-p'Logij-fpLogr); 

wo l — 4 oder =13, je nachdem der Coöfficient von p m p t durch 3 theil- 
bar ist, oder nicht. 

Es handelt sich jetzt darum, das eben gefundene Resultat in seiner 
definitiven Form aufzustellen. 

Man bemerke zuerst, dafs diejenigen Ausdrücke, welche wir hier durch 
i", r it X, bezeichnen, nichts anders sind, als was in §. 4. durch resp. 

bezeichnet wurde ; dafs folglich die Formel (3.) im eben cilirtcn Paragraphen, 
weiche unendlich viele Auflösnngen der Gleichung <£ = 27 lieferte, auch wie 
folgt geschrieben werden kann: 

In $. 4. III. zeigte sich nun, dafs aus zweien der in dieser Formel enthal- 
tenen Lösungen von </» = 27 eine Lösung der Gleichung * — I abgeleitet 
werden kann. Es sei der Kürze wegen 

_i_ — £' _J_ — p 

ip Vp Vp 

und es seien 

3 (£')'" und 3(rr 
zwei solche Lösungen der Gleichung '/> = 27 , welche nach $. 4. III. durch 
ihren Quotienten den ersten Linearfaclor einer Lösung der Gleichung 0=1 
geben. Da also ^y-* 
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den ersten Linearfactor A für eine Lösung der Gleichung * = 1 giebl, so rauft 
der Regulator dieses Ausdrucks in der Form (*-[-/(>) (Log 91 — pLog^) ent- 
halten sein; wo k und l ganze Zahlen sind. Die dem A correspondirenden 
Linearfactoren sind nun 

b = (vT-'-, c = (?r- s \ 

also ist der Regulator 

= (3"-3")(Logr-(»Logr/), 

so dafs man 

(34.) (:P-3")(Logf'-(>LogV)=uA f /(')(Log3l - pLogS&) selten kann. 

Von der andern Seite ist 
Log 5 -f p Log t] -f p' Log? = Log!'+ p Log »?'-f p' Log?' = Log (p) — p' Log (^) . 
Aber da £'i}'?' = 1, so ist offenbar 

Lo *(£)-<>'Log(£) = («-^(Logj-'-c'LogV), 
also ergiebl sich 

Log$-j- pLogij-fp'Log? = (1 — (^(LogsT— p'Logi?'), eben so 
Log! f-p'Logij-f pLog? = (1 — p) (Log£'— pLogi}'), 
und folglich aus (33.): 

(35.) 4£lo=3^(Log|'-^Log J 7')(Logr-(>Log»7 / )= 3A2V(Log£'— pLog;;'): 
also mit Hälfe von (34.) 

„ _ 3AiV(Lo g *-gLogg ) jV(fc-+/pt „ _ 3lN(k+l e ) 

H °— 4jV(3"-3") ' // ~ 4i\(3--3"j' Wei! 

2V(Logä — pLog"i3) = o ist. 
Da nun 3, 1 und 4 selbst Normen ganzer complexer Zahlen sind, so ist die 
ganze Zahl U ein Quotient aus zwei Normen, mithin, nach bekannten Ele- 
mentarsitzen der complexen Zahlen, selbst eine Norm, so dafs man 

(36.) H = /tf-f v 1 
setzen kann, wo fi und v ganze Zahlen sind. Setzt man diesen Werth in (35.), 
so folgt 

also zeigt sich, dafs der Ausdruck zur Rechten in der eben geschriebenen 
Gleichung, welcher durch die Kreistheilung vollkommen bestimmt ist, die Norm 
eines Hegulators für eine Lösung der Gleichung <f»=l darstellt. Diese 
Lösung nennen wir die Kreistheilung stösung. Die Anzahl der Classen wird 
also gefunden, wenn man die Norm des Regulators einer solchen Kreisthei- 
lungslösung durch a dividirt. 

15« 
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Lehrsatz 10. 
„Wenn man irgend eine Lösung der Gleichung 

n'^pp^vi-WQyi-pp^v^wQy^puiv-l-wQ^üiwQ 1 ) = I 
bestimmt, für welche die Norm des Regulators 



wird (wo A — 4 oder = l.J ist, je nachdem der Coöfficient von ? in p, durch 
3 theilbar ist oder nicht, und wo £ und die Werthe bezeichnen , welche die 
beiden erslen der drei Linear- Facloren von 



für x=l annehmen), und für diese den Regulator 

= (." f y P) (W % — 9 W 
setzt, so giebt fi 7 — uv-\- v"z=Hdie Anzahl der C lassen associirter Formen." 

* Oder kürzer: 

„ Die Anzahl der Classen ist gleich dem Quotienten aus der Norm 
des liegulutors einer Kreist hei lungslösung und der Xorm des He~ 
gulators einer 'Fundamental- Auflösung der Gleichung tf>— 1." 

Dieses Resultat gehört, wenn wir nicht irren, zu den interessante- 
sten und merkwürdigsten der höheren Arithmetik, und enthüllt wieder eine 
jener verborgenen Beziehungen , welche den zahlentheoretischen Untersuchun- 
gen ihren hohen Reiz verleihen. Das Merkwürdigste des Satzes besteht darin, 
dafs sich die Anzahl der Classen durch eine quadratische Form /«* — uv-\-v* 
ausgedrückt ergiebl; und dieser Umstand gewährt einen tiefen Blick in Unter- 
suchungen ähnlicher, aber höherer Art. 

Die in dieser Abhandlung betrachteten Formen verhallen sich zu einer 
allgemeineren Gattung etwa wie die quadratischen Formen, deren Determi- 
nante eine Primzahl ist, zu den übrigen, obwohl dieser Vergleich nicht ganz 
genau ist, da die eubischen Formen eine weit gröfsere Mannigfaltigkeit ha- 
ben, als die quadratischen. In einer nächsten Abhandlung werden wir die 
zerlegbaren Formen des dritten Grades mit drei Variabein in ihrer ganzen 
Allgemeinheit behandeln und auch besonders auf die merkwürdige Eintheüung 
derselben in Geschlechter (genera) (deren Anzahl immer eine Potenz von 3 
ist) Rücksicht nehmen. 




4 
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Schliefslich bemerke ich, dafs die Formel (26.) im vorigen Paragra- 
phen nicht ohne Wichtigkeit für den von D'trichlet gegebenen Beweis des 
Satzes über die arithmetische Progression ist: denn da // ^> 1 , also von Aull 
verschieden ist, so ist auch das Product der beiden Reihen rechts, folglich 
jede derselben, von JSuli verschieden. Allgemein haben wir durch eine ana- 
loge und bemerkenswerthe Betrachtung bewiesen, dafs das Product der 
mimm fliehen von D'trichlet in der Abhandlung Aber die arithmetische Progres- 
sion betrachteten Reihen, also auch jede derselben, von Nuli verschieden ist. 

Berlin, im September 1844. 



Zusätze und Berichtigungen. 

* * * t 

In $. 4. IV. lese man statt „und A gegen die Voraussetzung irrational" 
„und A gegen die Voraussetzung rational". 

In $.7. I. 13te Zeile, statt „die andern sind ungerade" lese man „die 
andere ist ungerade" 

Zu §. 10. I. Dort wird in 1. behauptet, dafs die kleinste positive Zahl, 
weiche durch eine assoeiirte Form darstellbar ist, immer «< §•/» sei: statt dessen 
ist zu lesen, dafs diese kleinste Zahl immer <C 16p ist In dem Beweise 
dieses Satzes lese man nach der Ungleichheit 

staU des dort Stehenden, wie folgt. „Hieraus ergiebt sich 

also um so mehr noch, nach einem bekannten Satze und wegen = 

Np)=*r, A(e) = N(f): 

a < ^(*)-f 2|>|W(«). 
Aber vA T (6)<|a und y'2V(«)<y'fl, folglich 

• <*«-f-2v>y'«, i«<2rW« f a<4v>>«. 
mithin, wenn man durch y 7 « dividirl: ya<i^p und a<C 16/»." In 1. 2. ist 
nun auch überall <C 16/» statt <C \p zu lesen. Wenn man jedoch dem Be- 
weise eine andere Wendung giebl , so kann man die Grenze für a noch bedeu- 
tend reduciren. Dies ist jedoch für unsern Zweck von keinem grofsen Belang, 
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da es nur darauf ankommt, eine Grenze für a zu haben, die von a selbst 
unabhängig ist und nur von p abhängt. — Um zu irgend einer gegebenen bsso- 
ciirten Form eine aequivalente zu finden, deren erster Coefficient unter einer 
solchen Grenze, z. B. unter \bp liegt, verfahre man wie folgt Der erste 
CoefGcient der gegebenen Form heifse a. Man verhandele dieselbe in eine 
aoquivalente mit dem ersten Coefßcienten «, in welcher die in den Linear- 
factoren vorkommenden ganzen Zahlen b, c, d den in §. 10. I. 1. aufgestellten 
Bedingungen genügen. Wenn in dieser neuen Form der Coüfficient von tr\ 
d. b. vom Cubus der zweiten Variabcln, absolut genommen, -Ii a ist, so wird 
notwendig a<Llbp sein. Im entgegengesetzten Falle, d. h. wenn der CoeT- 
ficienl von v\ den wir durch «, bezeichnen, absolut genommen, < « ist, so 
Iransformire man die zweite Form in eine dritte, deren erster Coefficient a t 
ist und in welcher b, c, d den erwähnten Bedingungen in Bezug auf «, ge- 
nügen. Diese Transformation ist offenbar möglich, da «, durch die zweite Form 
eigentlich darstellbar ist, wenn man den Variobeln die Werlhe « = <), ©== l, 
w = 0 giebt. Ist in der dritten Form der CoefGcient von v\ a,^>a^ so ist 
dieselbe die verlangte: ist hingegen wiederum »,<:«,, so transformtre man 
die drille Form in eine vierte, deren erster Coefficient — a 2 ist und in wel- 
cher wiederum b, c, d den Bedingungen A r (o)<^«2, iV(c-j-rfp) ge- 
nügen. Dieses Verfahren setze man so lange fort, bis man endlich zu einer 
Form gelangt, in welcher ist; was nothwendig geschehen mufs. da 

die Reihe der ganzen Zahlen 

a * °lt «3} .... 

ihrem absoluten Werlhe nach fortwährend abnehmen soll, die Null aber in der- 
selben nicht vorkommen kann. Die letzte Form, deren erster Coefficient = 
ist, wird allen verlangten Bedingungen genügen. Statt der Zahlen b, c, d kann 
man auf dieselbe Weise die Zahlen e', d' nehmen; man mufs dann den Coef- 
ficienten von w 1 in den verschiedenen Formen demselben Verfahren unterwer- 
fen, welches so eben auf den Coefßcienten von r 1 angewandt wurde. Am 
schnellsten gelangt man zum Ziele, wenn man abwechselnd bald den Coeffi- 
cienten von v\ bald den von w* der angegebenen Reduction unterwirft. Em 
in diesen Betrachtungen geübter Leser wird übrigens leicht wahrnehmen, dafs 
dieser letztere Theil des Problems der bekannten Reductionsmetbode bei den 
quadratischen Formen ganz analog ist, und dafs die Hauptschwierigkeit nur In 
der Angabe der Grenzen für die Zahlen b, e, d in Bezug auf den ersten 
Coefficienten besteht. 
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Die Consfruetion eine» voltständigen Systems nicht aefttioatenter 
assocürter Formen geschieht auf folgende Weise. Man bilde alle Systeme 
von nicht negativen ganzen Werthen der Zahlen a, b, c, d, b', c\ d', t, l\ 
welche den folgenden Bedingungen genOgen: 

0<a<l6j>, lt' = a t 6<«, c=t, d<ZV, 

*'<«, c'=0, <*'=/'. 

Jedes dieser Systeme, deren Anzahl offenbar endlich ist, setze man in das 
Product der drei Linearfacloren (13.) in §. 5., nnd versuche, ob für das- 
selbe a 1 gröfslcr gemeinschaftlicher Theiler der Co£fficienten des entwickelten 
Productes (13.) wird. Alle Systeme, welche dieser letztem Bedingung ge- 
nügen, geben eben so viele associirte Formen; nnd jede andere associirte Form 
wird einer von diesen aequivalent sein. Nachdem man die so gefundenen 
Formen in einer beliebigen Ordnung hingestellt hat, vergleiche man die erste 
(nach §. 9.) mit allen folgenden, um diejenigen zu streichen, welche ihr 
aequivalent sind; hierauf vergleiche man wiederum unter denjenigen Formen, 
welche diese erste Operation übrig gelassen hat, die zweite mit allen folgen- 
den und streiche die ihr aequivalenten, u. s. w. Man braucht übrigens nur 
diejenigen Werthe von a zuzulassen, deren Primfactorcn 3, oder p, oder 
cnbische Reste zu p sind; auch wird man sicher sein, keine Formen aus- 
zulassen, wenn man nur diejenigen Werthe von a betrachtet, welche unter 
der Grenze 4/9 liegen. 

Wenn F irgend eine associirte Form vorstellt, deren erster Coefficient 
== a ist, so lafst sich d*Fvmf die Form w J -f pprf -{-pp 1 z J — 'Spuyz bringen: 

also hat man a*F=tf (mod.^,), folglich [^1=1, [-£]== [-^1 : d. h. 

alle durch die Form F darstellbaren Zahlen haben zu p v denselben cubisehen 
Charaeter (es wird vorausgesetzt, dafs a und der Werth von F zu p relative 
Primzahlen sind). Da eine ganze Classe von Formen dieselben Zahlen darstellt, 
wie jede in ihr enthaltene Form, so entspricht jeder Classe ein ganz be- 
stimmter cubischer Charaeter in Bezug auf die complexe Primzahl p t . Man 
könnte hierauf eine Einteilung sfimmtlicher Classen associirler Formen in drei 
Genera gründen. Es ist nun leicht, mit Hülfe des eubischen Reciprocitätsge- 
setzes und des in §. 7. bewiesenen Satzes, dafs für jeden complexen Prim- 

iheiler <? einer durch eine associirte Form darstellbaren Zahl [^J-] = 1 ist, 

zu zeigen, dafs nur eines dieser 8 Genera wirklich existirt. Aber man kann 
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dieses letalere Resultat auch ohne Hülfe des Reciprocitalsgesetxes ableiten ; und 
awar auf einem Wege, demjenigen Ähnlich, welchen Gavft in dem, an den 
tiefsten Gedenken so reichhaltigen, leider noch so wenig gekannten zweiten 
Theile der 5ten Section seiner Ditq. aritkm. eingeschlagen hat *). Hieraus 
ergiebt sich dann endlich auf umgekehrtem Wege ein neuer Beweis des cubi- 
- sehen Reciprocitätsgeselzes. 



*) Nämlich durch Betrachtung der correspondirenden Formen der Gassen ($.5. Ul i. 
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Applications de PAIgebre ä PArithmetique 

transcendante. 



Klant propose deux equations algebriques quelconques, on pourra en eliminer 
la qunntite iriconnue x de deox manieres differenles, soit en mettant dans la 
seconde ä ia place de x sa valear tiree de la premiere, soit en mettant dans 
la premiere ä la place de x sa valeur tiree de la seconde, sans changer 
essentiellement le resultat de relimination. Nons ferons voir dans ce qui soit 
que les lois de reciprocite pour N les residus quadraliques, cobiqnes et biqua- 
dratiqu.es, (theoremes si celebres tant par la difliculte de lenr demonstralion, 
que par Tassiduite avec laquelle les plus grands geometres s'en sont occupes) 
ne sont aolre chose que Hnterpretation orilhmetique du simple fait algebrique 
dont nous venons de parier. Ainsi par exemple, en posant sin v — x, si 
Ton designe par p et y deux nombres premiers impaire (reel) et par x= +o, 

x—±ß resp. les ensembles des racines des deux equations ^^=o, 

sin?» _ noos verrons Ies r6gida8 de pi(9 -iy et -io-i) guivaj|t , eg modll i es 
sine • 

q, p depeadent resp. des deux expressions 77(/9 l — a f ) et -/7(a'— /?*), oü la 
multiplication se rapporte ä toutes les valeurs de o et de /9; il existe des 
resultats analogues pour les residus cubiques et biqoadratiques. La Methode 
qui nous conduira ä ces resultats est tres simple, eile traite d'une maniere 
parfaitement symmetrique les deux nombres ä comparer, et conserve dans les 
demonstrations l'analogie qui existe entre les theoremes qui se rapportent aux 
residus des differentes puissances. Au reste on pent considerer ce que nous 
allons exposer comme les premiers elements d'une nouvelle docirine oü Ton 
renvoie les questions arithroetiques ä l'algebre et a l'analyse, de maniere qu'alore 
toutes les difßcultes se reduisent ä celles qu'offre le calcul. J'entre en matiere 
en commencant par les residus quadratiques. 

16 



§. 1. 

Residus quadratiques. 
Etant donne un nombre premier impair (reel et positif) p, on peul 
loujours concevoir un Systeme de residus pour le module p *) distribue en deux 
groupcs tels, que les terraes qui composent le deuxieme groupe sont opposes ä 
ceux du premier; nous representerons les termes generaux de ces deux groupes 
par r etpar — r; on pourra p. e. prendre pour r lesnombres 1, 2,3, .... i (p— 1) 
et pour — r les nombres — I, — 2, —3, .... — ±(p — l). Cela pose, si Ton 
multiplie tous les r par un enlier quelconque q non divisible par p, les residus 
des produits qr se trouveront en parlie parmi les r et en parti parmi les — r. 
En posant, selon ces deux cas que nous venons de distinguer, 

ou qr r' ou qr = — r' (mod. p\ 
de sorte que r' se trouve toujours parmi les r, on aura respectivement: 

sm 1 — = sin , ou sin-i — = — sin ■, 

P P P P 

ou l'on a fail pour abreger to = 2n. On aura donc dans Ions les cas 

qrtt 



sin 

sin — 
P 



9 r = r '- —Jhr C mod - P)- 



Substiluant dans cette cxpression de r toules ses \(p — 1) valeurs et multipliant 
entre elles toutes les expressions que cela donne, on obtiendra, en observant 
encore que tous les r* colncident avec tous les r: 

q^TIr ^ 77r'. = Ilr.Ill- --£-> (mod. p% 

Tl sin — sin V 

P ( P 7 

donc, si Ton divise les deux membres de cette congruence par Ilr, ce qui 
est permis, 77 r n'elant pas divisible par le module p, on aura 



i sin 



P 



(1.) q^^H{ ^ (mod.jP). 

sin — 

Gelte formule exprime le caractere quadratiquc de q par rapporl ä p. Sop- 
posant maintenant que q soit aussi un nombre premier impair, le caractere quadra- 
tiqne de p par rapport ä q sera exprime d'une maniere analogue par la formule 

*) a l'exclusion de cclui des termes d'un tel Systeme qui est un multiple du mo- 
dale; ce qu'on sappose toujours tacitement. 
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(2.) = IT }~~-^-} Ü»od. 

(la mulüplication se rapportant a p) qui est l'expression generale d'une suite de 
nombres qui joints aux — p composent un Systeme de residus pour le module 

II ne s'agit donc que de comparer entre eux les deux caracteres qua- 
droliques a droite dans les formules (1.) et (2.)- Si Ton fait sinp = .r, Ies 
quanÜtes 

sinpv __ p smqv q 

sin v * &inv 

seront des fonclions entieres de x resp. des degres p — 1- et q — I ; de plus, 

en posant sin — = sin — =■ ß, Ies racines de requalion P=0 seront 

par ±a et Celles de requalion Q = 0 par ±ß. Cela etant, le 
roembre de la formule (1.) sera äquivalent au produit des valenrs 
qne prend l'expression Q en y uiettant pour x toutes les valeurs de et, et de 
meine ou obtiendra le deuxieme merabre de la fannule (2.) en metlant dans 
P pour x toutes les valeurs de ß t et faisant le produit des expresstons qui 
en resuLtent. Or on a 

donc il viendra 

(3.) V* 0 *" 1 ' = Cn^—ß 1 ) (mod. 
(4.) p*'- 0 = CTTiß' — a 7 ) (mod. y), 

oü chaque valeur de a doit *lre combinee avec chaque valeur de ß. C est 

une conslante qui se trouve etre C = ^ ^Itn^^ • Maintenant le nombre 

des « est =!(;> — 1), et le nombre des ft est = ±{q—\), par consequent le 
nombre des combinaisons o et ß sera = ±(p — l)i(f — 1), d'oü enfin on tfre 

Cette derniere eqnaüon comparee avee (3.) et (4.) dorne immediatement m 
loi de reciprocite pour les residus quadratiques. Si Ton vent eviter la con- 
stante C, il faut se servir des tangentes au lieu des sinus. 

§. 2. 

Residus biquadratiques. 
Les residus biquadratiques peuvent etre traites d'une maniere absolument 
seroblable. Les fonclions elliptiques, ou plukrt cette espece particuiiere de 

16 * 
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fonclions elliptiques qui se rapportent ä la lemniscate, jouent ici le röle des 
sinus; il faul donc dire d'abord quelques mols sur ces fonclions. 

Nous designerons par x — sin am» la fonction de c qui satisfait ä Tequation 
diflcrentielle 

dx = rf».|/(i— x 4 ), 
et qui en meme teraps s'evanooit avec r. Cette fonction est periodique de deux ma- 

/' d x 
y(l_j4j » on a sin am (0 -f- * w) = sin am c, 

k etant un enlier complexe quelconque de la forme a-\- bi, oü a et b sont 
des entiers reels. Une autre propriele de cette fonction est exprimee par 

sinami> = tsiname, 
propriele tres-importanle pour notre recherche et qui se deduit immedialement 
de Toquation differenlielle, en observant quc celle-ci ne varie pas par le changc- 
ment simultane de x en ix et de v en iv. On sait en outre par les recherches 
A'Abel et de Mr. Jacobi*} que sinam(if-f-r) peot 4tre exprime algebriquement 
par sin am« et sin amt>, et sortout, qu'en prenant pour an un entier complexe 
itnpuir, on peut reduire sinam?/tr u une fonction rationelle de sin am v. 

Soit iM — a-{-bi un nombre premier complexe impair; sott la norme 
de **t, c'est a dire rentier reel et posilif a 7 -f&% —p= on pourra 

toujours partager un Systeme de residus pour le module «i, qui conüent p — 1 
terraes a l'exclusion de celni qui est divisible par le module, en quatre groopes, 
de maniere que les termes du '2'""% 3 '""* et 4"™' groupo se deduisenl de ceux 
du premier en multipliant ceux de celni -ci par i, par — 1, et par — t re- 
speclivement. Nous designerons indefiniment les termes de ces quatre groopes 
par r, ir, — r, — ir resp. Multipliant alors tous les r par un entier complexe 
quelconque n non divisible par m, les residus des produits nr se trouveront 
en parlie parmi les r, en parlie parmi les ir, — r, ou — ir. Soit Selon ces 
quatre cas qu'il y a ä dislioguer, 

nr = r', ir*, -r', -ir', (mod. «t), 
ou r 1 se trouve parmi les r. Cela pose, on aura selon les qnatre cas 

«in am Hrta _ 
sin am — 



*) Voir p. c. le 2 d , 3 iim * et 4""* Tolume de ce journal. II parait que Mr. Gmui 
clait deja « la fin du deraier siecle cn possession des pricipaox tbeoremea sur ces fonctions ; 
en effet dans ses disq. arithtn. fl a promia un ouvrage clendu sur ces fonctions, mais 
il parait que les circonstances et d'autres travaux Tont empechö d'executer son projet. 
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oq aora donc dans tous les cos 

sin am 

nr == r' (mod. m), 

sin am 

m 

d'oü, en observant que lous les r' colncident avec tous les r, et que IJr n'est 
point divisible par in, on tire 



(1.) »«»-> = n\ (mod. m), 

sin am 



le sigoe 77 s'etendant ä tous les r. Supposant que n, ainsi que m, soit un 
nombre premier complexe impair et que le Systeme de residus pour le mo- 
dule n soit aussi distribue en quatre groupes tels que leurs termes generaux 
sont representes par p, tp, — p, — ip, on aura d'une maniere analogue 

(,i„. m ^) 
(2.) ^^nl—^ (mod.»), 

q etant Ia norme de n et la multiplication se rapportant ä toutes les valeurs de p. 
Nous avons deja remarque qu'on peut exprimer sinammr et par con- 

sequent aussi V per une fonction rationelle de sin am v. II existe enlre 

» sin am v 1 

le numeratenr et le denomiteur de cette fonction rationelle, qui sont du degre 
p — 1 , une relation remarquable qui depend du residu de «i par rapport au 
modale 2 -f 2». Cette relation se reduit a sa plus simple forme si Ton 
suppose m prmuure, c'est a dire = 1 (mod. 2-f- 2i); dans ce cas la valeur 

de am m v - prend la forme — y x \ t , x etant = sin am t? et <p(x) une 

fonction entiere de x du degre />— I. En effet, supposant Ia fraction ^j^j 

reduite a sa plus simple expression et le coöfficient de la plus haute puissance 

dans le numeratenr egal a l'unite, ce qui est permis, si Ton fait 

sinammt; <?(■*") 

sin am v V (• r ) ' 

l'expression y = x qui s'evanouit avec x, satisfera ä l'equation diflferen- 

lielle ^(i_. r «) = jt«) * d ou r ° n voit 1008 ,es ex P osanls des Affe- 
rentes puissances dans tp(x) et dans v(a?) sont des multiples de qvatre; posant 



y = — , x = , oü u designe un enlier indetermine, l'equalion diflerentielle 

,; ... i^dn 

que nous venons d'ecrire se chaDgera par cetle Substitution en y _ ^ = 

7(mTT) el on P ourra disposer de jti de maniere que ^y— = ^jZTjtTj- 

»(7)" 

Celle derniere equation sera donc satisfaile par l'inlegrale = s — et 



*(j> 

il est facile de voir que celle-ci, reduite ä la forme *"£ r-p-, 

doit colncider avec l'inlegrale y qui salisfail ä la meine equation differeutieUe, 
on pourra, ä une unile complexe pres, egaler entre eux separemenl les nume- 
rateurs et les denominateurs des deux integrales dont U s'agit. Cela donne 

y,(x) =i'x p - l (p(-j) > v etant un entier reel. Pour en determiner la valeur, 

il suffira de donner ä v une valeur particuliere. Posant p.e. v~\w, on 



trouvera x= sinara^w = 1 et sin am \(tnw) t=-^^L- = i— '; or pour une 
valeur primaire de m on a sin nmi(ma>)= -f 1 (Tome II. Page 1 1 1 de ce journal) 

sin üm ni v cd f jt^ 

et par suite 1" = 1, donc on a definitivement -_:. —= — /TT"' P ourune 

valeur primaire de rn; ce qu'Ü s'agissait de prouver. 

Si donc on suppose que m et n tous les deux soient = 1 (mod.'2-f'.Ji), 

et qu'on fasse 

' sin ammp <y>(x) güiamnt? _ f(x) 

sin am— == «, sinam^ = /*, 
tn tt 

les racioes de requaüon q>(x) = Q seroot donnees par +o, +ia, et Celles 

de l'equalion f(x)=Q par +/?, +t/?, de sorte qu'on peut ecrire 

sin am mv _ II(x'—a*) sia«m»n; II{x*—ß A ) 
siuamv üll-o'j- 1 )' siuam» U{i-/S*x A )' 

De lä et des deux formales (1.) et (2.) on tire 

(3.) n ^-" = iitt£h ( mod ^< 



I 
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w ' = t-* «o. 

ou il faul combiner chaqoe valeur de a avec chaqoe valeur de ß. Le nombre 
de ces combinaisons etanl \(p— 1)1 (q — 1), la seole inspcction des formules 
(3.) et (4.) suffit pour en conclure immediatement le theoreme fondamental sur 
les residus biqnadraliques. 

§. 3. 
Remarques. 

Pour demontrer la loi de reciprocite relative aux residus cnbiques, 
il n* y a qu'a mettre a la place de l'equation differentielle dx = d*ftl — x 4 ) 
ceJle-ci dx*=dej(t — x J ) ou celle-ci o*x= 1— x')); etaulieude 

prendre des nombres complexes de la forme a-f-ot, il n'y a qu'ä coosiderer des 
nombres qai se composent des racines de l'equaHon £»-}-£-f 1 = 0; an reste la 
marche de la demonstration est parfaitement analogue a celle que bous venons 
de suivre pour les residus biquadratiques. Par cetle raison et comme nous 
croyons avoir expose clairenient Pesprit de notre melhode, nons remettons 
a une autre occasion l'examen plns delaille et les recbercbes ulterieures que 
nous avons entreprises sur ces applications de l'algebre a rarithmelique. Nous 
traiterons alors surtout des residus de puissances superieures, dont les tbeo- 
remes fondamenlaux dependent de I'eliminalion de plusieurs variables entre 
trois ou un plus g-rand nombre d'equations algebriques. 

II se pourrait qu'on n'approuvat pas l'usage des fonclions circulaires 
et ellipliques dans les raisonnomeat arilhmeliques; mais il y a ä observer que 
ces fonctions n'y entrent que d'une maniere pour ainsi dire symbolique, et 
qu'il serait possible de les en chasser complelement sans detruire la substance 
et le fond des demonstrations. Pour faire voir cela relaüvement aux residus 
quadratiques, reprenons la congruence q i(p ~ 1) == CV7(a*— ß 1 ) (mod. /»), oü 
toutes les lettres doivent avoir la meme significalion que dans le §.1. Cette 
formale donnant le characlere quadratique de q par rapport a p, tont depend 
essentiellement du signe du second membre. Si donc on met ä la place des 
« et des ß d'autres quantites a', ß' soumises ä la seule condition que a n —ß n 
ait toujours le meme signe que ß\ le produit CII{a n — ß' 7 ) exprimera 
toujours par son signe le caractere de q. Nous sommes donc conduits a ce 
theoreme remarquable: 

„Si Ton construit une courbe fermee quelconqne, mais symmetrique 
„par rapport ä deux axes perpendicnlaires, de sorte qu'elle ait quatre partics 
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„congrus, donl les ordonnees vont en angmentanl dans le premier quart: qu'on 
„divise alors la circonference de ceite courbe en p et en q parties egales et 
„qu'on designe par a et par ß resp. les ordonnees positives qui correspondent 
„a ces deux divisions, je dis qne q sera on ne sera pas residu quadratique 
„de p seton que le produit (—l)* p - l) «*- l) Il(a l —ß t ) = IT(ß 7 — a l ) pour leqnel 
„chaque valeur de o est a combiner avec cbaque valeur de /9, anra le signe 
„plus ou le signe mohu." 

Ce theorerae, dont la loi -de reciprocite est une consequence immediate, 
peat se demontrer d'ane maniere purement arithmetique. II existe qoeique 
chose d'analogue mais plns compliquee poor les residus cubiques et biquadra- 
tiques, et on peut dire qne pour la demonstration des lois de reciprocite qui 
s'y rapportent, on n'a nuüement besoin de la formule de multiplication des 
fonctions elliptiques. Cependant il ne parait pas tonjours preferable d'eviter 
dans les rechercbes arithmetiques les fonctions anal ytiques , sortout quand on 
voit ä posteriori qu'elles n'entrent pas essentieilement dans les demonstrations 
et qu'elles serveot seulement ä fixer les idees et ä abreger les conclusions. 

Berlin, 13. Fevrier 1845. 
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Beiträge zur Theorie der elliptischen Functionen. 



I. Ableitung des biquadratischen Fundament«] theorems aus der 
Theorie der Lemniscatenfunctionen , nebst Bemerkungen zu 
den Mulhplications- und Transformationsformeln. 



1. 



Wenn a-\ hi=m irgend eine ungerade complexe ganze Zahl vorstellt, und 
t f-Lb t =p = iV(«) gesellt wird, so ist das Integral der Difterenzialgleichnng 

(1) = («+*0- ? j i ^r r 

wenn y mit x zugleich verschwinden soll, von der Form: 

wo die Coöfficienten A 0 , A x etc. J? t etc. ganze complexe Zahlen sind. In 
dieser Form des Integrals werden Zahler und Nenner keinen algebraischen 
und selbst keinen numerischen gemeinschaftlichen Theiler haben. Es kommt 
darauf an, die noch unbekannten ganzen Coefficienten zu finden, oder wenigstens 
diejenigen ihrer Eigenschaften zu entdecken, welche hier nöthig sein werden. 

Man zeigt leicht, dafs A iJ =tn ist ; denn A» ist der Werth von für x=<), 
also A {> = -^ für x = Qy nun versehwindet y mit x zugleich, also giebt • 
die Differenzialgleichung (1.) fQr x = 0, -~^ = m. 

Setzt man in (1.) und (2.) x^-.~, y=±, und 1 disponirt über die 
ganze Zahl fi auf passende Weise, so erbält man 

, ' • u •■ ■ j . <9|: . ihr/ AlVjff- , .'t :;s 

-/ Al-V) ~ W /(t-S«)' 

•" n • .7 h'Jw j. 'JIM ijti«.: hu /£. ; — w ■ ' • «!■.•'>/ . • < • 

7 - s Jktw+Ato-*>l*+'..-..+.A l &-*+p l *l- 

17 
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also ist auch 

ein Integral der Differenzialgleichung (1.), and da dieses ebenfalls mit x zu- 
gleich verschwindet, mithin mit (2.) Identisch sein mofs, auch Zähler und Nenner 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so müssen Zähler und Nenner des 
neuen und des alten y aus (3.) und aus (2.), abgesehen von einer complexen 
Einheit, einzeln verglichen mit einander übereinstimmen. Eine solche Ver- 
gleiehung giebt: 

(4.) A i , = i r B iip ^i) , At — i? &n P ~t} » • * • • ^kp~*> 3:5 ,v i ^Kp-i) ~ 
Der Exponent v ist eine noch unbestimmte ganze Zahl. Um ihn zu bestim- 
men und die nachfolgenden Untersuchungen mit gröfscrer Leichtigkeit zu fähren, 
sei allgemein <p(t) diejenige Function von t, welche mit t zugleich verschwindet 
und der Differentialgleichung genügt: 

Aufserdem setze man 

Die Function <p(f) ist complex periodisch, und man hat <p(l-\-k(o)~(p(t), wenn 
k irgend eine ganze complexe Zahl vorstellt. Die Fundnmeulal- Eigenschaften 
der Function y sind durch die beiden Gleichungen gegeben: 
q>(it) = und 

Hieraus und aus der erwähnten Periodicilät, die sich aus den Fundamental- 
gleichungen unmittelbar ergiebt, leitet man leicht die Formel ab: 

*[(2«+l+2/*0~]= (-D-+', 

wenn a und ß zwei reelle ganze Zahlen sind. Das Integral (2.) der Diffe- 
renzialgleichung (1.) läfst sich jetzt in folgender Form schreiben: 

Um nun den Werth von v in (4.) zu bestimmen, setze man statt t den spe- 
cialen Werth so dafs <p{t) — \ wird: da für diesen Werth, wenn man 
noch a ungerade =2a-f 1, 6 gerade =2ß annimmt, nach dem vorhin Be- 
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merkten <p{mt) — (p (m--^-) in (— t)**? übergeht, so erhält man aus der eben 
geschriebenen Formel 

für einen Werth von «i, dessen reeller Theil ungerade, Coöfficient vom* gerade 
ist, also kommt, wenn man für Ai„ A t etc. die Werthe durch die ö aus (4.) einsetzt: 
(_!)•+/» = fy ^.)+/?i(^+.,..-f g,+l welches = |V 

weil Zähler und Nenner hier einander gleich sind und nicht zugleich verschwin- 
den können; mithin i r = (.— 1)°+'. 

Für alle Fälle reicht es hin, m primär, nach der von Gaufs diesem 
Worle beigelegten Bedeutung, d. h. = 1 (mod. 2 -f 3 ») zu nehmen, denn alle 
möglichen complexen ungeraden Bahlen lassen sich aus den primären durch 
Multiplication mit complexen Einheilen ±1, +i ableiten. Für einen primären 
Werth von m ist a-f ft gerade, also *"=£=-f- 1, mithin werden die Multiplications- 
formeln für einen primären Werth von m, aber nur für einen solchen, 
von der Form: 

(5.) <p (m l> = <p U) » + ^.ff(')' + ---- + y(0''- 1 i 
_ mx-M.jr'-j-. . . J7 

Wir kommen jetzt zu einem Satze, welcher die Grundlage fflr alle An- 
wendungen der Lemniscatentheilung auf Zahlentheorie zu bilden scheint und 
welcher um so merkwürdiger ist, da er sich ganz einfach aus der Differenzial- 
gleichung ableiten läfst. Es ist der folgende: 

„Wenn in eine zweigliedrige complexe Primzahl, also p eine reelle 
Primzahl = I (mod. 4) ist, so sind olle Coöfficienten des Zählers Ü bis 
auf den lelzlen, so wie alle Öoefficienten des Nenners V bis auf den 
ersten durch m theilbar." 

In der Thal, setzt man >■« -£ in die Differensialgleichnng (1) ei«, 
ao kommt , ., i .. 

Hieraus fohjt einerseits, dafs der Ausdruck: - V ^~^ «in« ganfcen Function 

von x 4 gleich ist, welche wir <jurch T bezeichnen wollen. Andrerseits ist 
V*—U* eine ganze Function von x 4 mit ganzen complexen Coöfficienten, 

17« 
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deren conslantes Glied =1 ist, und welche für ar*= 1 verschwindet, also 

ist V 4 —U* durch 1 — x* theilbar und V !~ V * = T* eine ganze FuncÜon 

von x* mit ganzen Cocfficienten , deren conslantes Glied (erster CoefGcienl) 
= 1; mithin mufs auch T selbst, welches schon als ganze Function erkannt 
wurde, lauter ganze Cocfficienten haben. Da nun 



dx dx 



war, so folgt hieraus 

V™-ü¥- = 0 (mod. m), 

dx dx v y ' 

eine Congruenz, welche in dem Sinne zu verstehen, dofs jeder Cogfficienl 
in der nach Potenzen von x geordneten linken Seite durch m theilbar ist. 
Entwickelt man wirklich, nach den Formeln 

ox 

|£ = lB l x 3 + 8B 2 x 1 +l2B 3 x"-\- 

so kommt* 9 

V ^- U ^J = 4,+ (-3J„ä i + 5^0**+(-74,«i + ^.B 1 + 94i)*- 

f (— 1 1 4, Bs — 3 A x B 2 -f 3 A 2 -f 1 3 J,) x n -f etc. 

Da nun hier jeder einzelne Coefficient durch m theilbar sein soll, und für eine 

zweigliedrige Primzahl tn die numerischen Factoren 5, 9, 13, , 

nicht durch rn aufgehen, so ersieht man, wenn die schon gewonnenen Con- 

gruenzen bei jeder folgenden mitbenutzt werden, dafs A ili A li A ii ^iip-v 

nothwendig durch m theilbar sein müssen. Z. B. A„ so wie — :iA ii B l -\-5A l 
sind durch tn theilbar, also auch bA^ aber b ist nicht durch tn theilbar, also 
mufs es Ai sein; ferner geht m in — 7 A 0 B t -\-Ä l B l -\- S)A % auf, aber auch 
in 4, und J,, wio eben gefunden, mithin auch in 9J 2 , also in^ 2 , da 9 nicht 
durch m theilbar, und in derselben Weise fort. Auf den letzten Cocfficienten 
J^>_i) lfifst sich diese Art zu schliefsen nicht mehr anwenden, da sehr wohl 
pA^^v durch tn theilbar sein kann und sein aufs, ohne dafs A^.^ es zu 
sein braucht. Ebenso wenig kann man diese Schlüsse anwenden, wenn m 
eine eingliedrige Primzahl ist: in dfesem Falle werden mehrcro der Zahlen 

5, 9, vt.Vx.j p-4 
durch m theilbar. . - ' 1 

■ i 
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Wir sehen also : „dafs. 
„zakl m <p(m() sich auf die Form bringen läfst: 



(6.) <p(mt) = » 



„wo / und yonc* Functionen von yf*) 4 mit ganten complexen Coeffi- 
„cienten sind." 

Beispiele. Für m=-l + 2i, , = 5 wird y = l=l±^±|i ; 

für m=3-f 2t, f> = 13 wird 

(3-t-2f)j-f (7— 4iV* + 10«) -r'-f-J-" 
r 33 l+(-ll + 10i)x«4-(7— 4i)x»+(3+2i)x" ' 

■ 1 1 

und man hat 

7-4i = (3-}-2i)(l-2i), —11 + 10« =± (3-f 2i)(-l-f4i), 
so dafs 

/ = t+(l-2i)** + (-1+4t)^, 
« = (~l-|-4»K+(l-2i)^-fa? u . 
Für m = 1 -f 4i, /> = 17 sind die Coefficienten des Zahlers 17 nach der Reihe: 
1+4i , _20- 12t = (l +4Ä)(-4+4t), -10+28t = (l + 40(6-f4i), 
12-20t = (l-j-40(-4-40, 1. 
Um auch davon ein Beispiel zu geben, dafs der Satz für Nichtprimzahlen seine 
Gültigkeit verliert, betrachte man die Coefficienten des Zählers für m = 5, 
p = 25, welche 

5, —62, —105, 300, — 125, 50, 1 
sind, wo —62 nicht durch 5 theilbar ist. 

■ ■ * 

2. 

Ein complexes Reslensystem für den (ungeraden, primären) Modul m 
Ififst sich, nach Ausschliefsung des durch den Modul theilbaren Gliedes, auf 
viele Arten folgendermaßen gruppiren: 



(7.) 



r 2 

* 



«r, 
fr, 



— r, 

— r 2 
-r. 



— tr, 

— ir 2 

— *r 3 



Nimmt man nflmlich für r, irgend ein GHed des ftestensystems , so sind die 
vier Zahlen der ersten Horizontalreihe des Schemas unter einander incongroenl ; 
erschöpfen sie das Restensystem noch nicht, so nehme man für r 2 irgend eines 
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der noch tbrig bleibenden Glieder, vroranf dann die vier GUeder der zweiten 
Horizontalreibe unter einander und zu denen der ersten incongruent sein wer- 
den; und po weiter fort, bis alle Glieder des Restensystems erschöpft sind*). 
Wir nennen dicso Gruppirung: die Eintheilung eines Rest enxy.it ems in vier 
associirte T/teile, und jeden dieser vier Theile kurz ein Viertel - Resten- 
system. Nuchdcm man auf irgend eine Art diese Kintheilung vorgenommen 
hat, kann man alle übrigen Arten daraus ableiten, indem mau die Glieder jeder 
einzelnen Horizontalreihe cyklisch permutirt, so dafs die Anzahl der Arten 
— 4^ f ' ,_,) wird. Der zuerst von Gaufs angegebene Gedanke, ein Rcslen- 
syslem in dieser Weise zu thcilen, ist ebenso wichtig, als der Begriff der Con- 
gruenz selbst, und beruht auf der Betrachtung solcher Zahlen , welche sich zu 
associirlen ebenso verhalten, wie congruente Zahlen zu den gleichen. Mit 
zwei Worten gesagt, ist ein Viertelrestensystem jede Reihe von \{p—i) 
Zahlen, aus welcher man durch Addition von Vielfachen des Moduls und durch 
Mulliplication mit compleven Einheiten alle nicht durch den Modul (heilbaren 
Zahlen, und jede nur einmal erzeugen kann. 

Nach dieser Vorbemerkung wenden wir uns zu der Betrachtung der 
// l r 

Wurzeln der Gleichung — — 0. ist eine ganz«; Function von vom 

](//— |;teu Grade, also hat die Gleichung — — 0, wenn man in ihr x* ^ z 
als den Unbekannten betrachtet, d. b. die Gleichung 

(8.) fii<'-'>-i-^. 0 _ 5l ^"- l -i------r^«i» = "• 

\(p—l) Wurzeln z, welche, da die Gleichung (8.) folgende (f{mt) —0 

— ) gegeben sind, in der 

■ ■ ■ - 

r den InbegrilF der Zahlen r t , r,, r \u—n aus der ersten Verticnlcolumne 

des Schemas (7.) bezeichnet. Da die CoefGcienten der Gleichung (8.) ganz 
sind, so ist auch jede symmetrische ganze Function ihrer Wurzeln also „jede 
„symmetrische Function der 1) Gröfsen 

*ffl> 



*) Beiläufig ergiebt sich hieraus, dafs die Norm einer complcxen Zuhl aus 4len 
Wurzeln der Einheit 2£l (»od. 4) ist; in dem speciellen Falle für 4te Wurzeln der Ein- 
heit ist zwar diese Bemerkung von wenig Belang, aber interessant ist, dafs sich ein 
analoger Schluls bei complexen Zahlen aas beliebig hohen Wurzeln der Einheit anwen- 
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„ deren Inbegriff durch <p ) bezeichnet Wird , eine ganze complexo Zahl," 

und da das Product aller Wurzeln dem positiven oder negativen letzten Coef- 
ficienten gleich ist, je nachdem der Grad der Gleichung eine gerade oder 
ungerade Zahl ist, so hat man namentlich 

(9.) M^Y =(-D to '- 1) «, oder ■ . 

(9'.) }*C(-l)^-'>^0=^9>(v), 

wo sich das Mulliplicalionszeichen 77 auf alle Werthe von r bezieht. Die 
Wichtigkeit der Formel (9'.) besteht darin, dafs sie die einzige ist, durch 
welche man bis jetzt die vierte Wurzel am einer complexen Zahl so zu 
sagen rational ausdrücken kann; sie vertritt zum Tbeil die Stelle der Gavfsi- 
sehen Formeln in der complexen Theorie. — Das hier Gesagte gilt übrigens, m 
mag eingliedrig oder zweigliedrig sejn, wenn nur primär. 

3. ; ' ' • 

Um zu den biquadratischen Resten überzugehen, sei, mit Beibehalten 
der bisherigen Bezeichnungen, m eine beliebige primäre Primzahl, gleichviel 
ob eingliedrig oder zweigliedrig, n dagegen eine primäre und zweigliedrige 
Primzahl, die von m verschieden ist; p und a seien respective die Normen 
von in und ». — Multiplicirt man alle r mit n, so befinden sich die Reste der 
verschiedenen Producte nr theils unter den r, theils unter den ir, — r, oder 
— irj man kann also allgemein setzen 

nr = irr* (mod. m), 

wo sich die verschiedenen r', die den verschiedenen r entsprechen, alle unter 
den r befinden, und sämmtlich von einander verschieden sind*), also, wenn 
auch in anderer Ordnung, mit allen r zusammenfallen. Aus der eben geschrie- 
benen Congruenz folgt wegen der complexen Periodicitat der Function qp und 
wegen q>(it) = i<p(t): 



(ST 



*) Weil nicht «r ff =+Nr T oder =+inr r 8ein kann, ohne dafs r 0 =+rj oder 
i+i>r Wäre, welches letalere aber der Constructions weise unseres Schema« (7.) offen- 



Digitized by Google 



— 136 — 

mithin erhält man, wenn dieser Werth von in die Congruenz eingesetzt wird, 
in allen Fallen: 

nr~r'. (mod.m), 

und da alle r', wenn auch in anderer Ordnung, mit allen r zusammenfallen, 
so kommt durch Mulliplicalion Ober alle r: 

n*"»IT(r) = n{r)?$$- («nod.m), 

wo zur Erleichterung des Druckes / statt — geschrieben ist. Da nun keine 

der Zahlen r durch m theilbar ist, so kann man auf beiden Seiten mit 77(r) 
fortdividiren und erhält 

(10.) „^-o^^) (mod . M) , 
was auch so geschrieben werden kann: 

(itf.) [~] = ' : • in - ) 

sobald man durch [-J diejenige complexe EinAeit bezeichnet, welcher die 
Potenz n iip - l) (mod. im) congruent ist. 

Zur weitern Behandlung der in (10V) für Pij aufgestellten analyti- 
schen Formel dient das in §. 1. gefundene Resultat, nach welchem 

<p(t) l + .iG[<p(^j » 

weil n als zweigliedrige primäre Primzahl angenommen worden ist: F und G 

sind ganze Functionen von w{ty mit ganzen complexen Coefficienten. Hier- 

. ,a , r 1 .Mi", 

nach kommt wegen (10.) 

Die beiden Producte zur Linken und zur Rechten in dieser Formel, in denen 
sich die Mulliplicalion auf alle Werihe von r bezieht, lassen sich, wenn man 
die Mulliplicarion ausfahrt, rein algebraisch nach Potenzen von n ordnen, und 
man sieht, dafs dann jeder Coefficicnl dieser Entwickelungen eine symmetrische 

Function der Gröfsen 9>(— ) , also nach §. 2. einer ganzen complexen Zahl 
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gleich wird : so dafs man erhält 

^ (27 ~'+ *• n "H + ■ • • • + *^o->» lü ^ , » 

wo Mi, Oj etc., & 2 elc. sfimmtlich ganze complexe Zahlen, nämlich sAmml- 
fich symmetrische ganze Functionen der Wurzeln der Gleichung (8.) sind. 

Seilt int hier für 77y(^p den Werth [(-1)^)^1,,-., aag (9) pnd 

lafst auf beiden Seiten die durch n (heilbaren Glieder fort, so steht man am 
Ziele, denn man bekommt: 

■ ., [£] 2= (-1)^-) ^-'). wi :(7-u („.od.»), d. h. . 

Dies ist das Gavfsische Reciprocitätsgesetz für alle Fälle mit Ausnahme 
des einzigen, wenu beide Zahlen reell (eingliedrig) sind. In diesem letzte- 
ren Falle folgt der Satz unmittelbar ohne Weiteres aus dem Fermatschen Satze : 
denn sind m und n beide reelle Primzahlen =3 (mod. 4), so sind m' und n 
ihre Normen und man hat 

(liw)^-« = (±m^)" t = 1 (mod. n), und 

(+„)*-'-»_ (±n^ + T _l = 1 (mod.,«), also [~] = [^] 

Um dem Reciprocil&lssatze (12.) die Form zugeben, in welcher Gauf* 
ihn dargestellt hat, darf man nur bemerken, dafs für »i = «-f bi, p—a 2 -\-b\ 
^(^_l)=|(a l — D-fi* 1 =i=i(a ? — 1)-KW wird, und dafs a J als Quadrat 
einer ungeraden. Zahl = 1 (mod.8) y mithin gerade ist, also Uf-W= 

(i*) 1 *e i* (mod,2) wird. Da « + « primär ist, so hat man tfss K*- 1) (mod. 2% 
also auch — 1) = i(a — 1) (mod. 2); setzt man ebenso n = c-{-« , i, $o ist 
auf dieselbe Weise = k(c-i) (mod. 2), also kann man in (12.) 

statt i(7»-l).Ky-t) auch $(a-l).i(c-l) schreiben; man erhall so 

und , diea $ die Gaufiisck* Form des Satzes. 

Zu beAertom ißt noch, dafs «o* der Verbindung der Fwmelh (9.) 
und (10'.) • / I i 

18 



^(^) = m;«-i) : -"»o. 

Die erste dieser drei zuletzt geschriebenen Formeln gilt för ein beliebiges pri- 
märes in, die beiden übrigen dagegen nur für Primzahlen wi; n ist ganz be- 
liebig, nur nicht durch m theilbar; r durchläuft bei der Mulliplication ein Vicrter- 
reslensy stein (med. tri). • ► i 

: '•'MtMv) i jr •■ :'»t ' - '•*«*. 

4. 

Es möchte hier nicht am unrechten Platze sein einje einfache Methode 
anzugeben, nach welcher man die Coef/icienten in dem Möhler und Nenner der 
Multiplicationsfbrmeln für die Lemntscale berechnen kann. — Die komplexe ganze 
Zah^JN wird; hier nur der einzigen Beschränkung, unterworfen , primAr, d. h. 

i (nKML^rl •.•!!*) zu sein. : , ; : .\ „j ;■„..,„ .^;„-. \, 

•.S$* . [■ |.< > • ■* '|..J, :/■ /• t , 

O) §7=V(l-**) «nd |f = »^!-^>,- 

welche beiden Gleichungen die Stelle der einzigen |£ == ^[^7^ vertreten, 
so ist 

! J • !_ F A * ; +tf;. r p-« T -....+J> > +»-' : 
y V ~~ mjfi>- l + A t .r'- 4 4- . . . . + «, j » + 1 " 

Betrachtet man in der Gleichung „ , ,„ ,, , \- t , ,;,.„, 

ü— Vy • — 0, A b. i v i 

. (&) ; aJ^ — wy.^-'-j-B,«'^*— A { yaf ui ^ .... j-ufczr—y; — 0 

* -als FnnScfiöh von'v-, so geben die p Wurzeln' dieser Gleichung, welche 
wj r durch 1 nanvily «mti .1 -\ [ t ':u> • 

" :! (3:) x„ x 2 , j*,, x„ 

bezeichnen, /> Functionen von y, welche sammllich den DifferenzialgHeichun- 
gen (1.) genügen. Jede symmetrische Function der Gröben x,, x 2 etc. läfst sich 
durch die Coefficienten der Gleichung (2.) ausdrücken, und könnte man um- 
gekehrt jede symmetrische Function dieser Gröfsen auf irgend eirienY M'ege 
tii«*t Italtamen, so hatte mari atieh tlte CoSflieienlen derr.eteiohurig (2 .), also 
auch die Coefficienlen des Zählers und Nenners A t etc. B, etc. ; » . j :.<: 
- 1 
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Da in der Gleichung f>) der Coefficient von *p-' gleich -my, der 
von JV«Ä ist; so ist die Summe der Gröfsen (3.) =my t /6\e 
ihrer Combinationen zu zweien = 0, folglich auch die Summe ihrer 
*=m*-y , f dieses sehr bekannte Resvllat mag so geschrieben werden 

(4.) Sx = tny, 2x- =» «i 5 >% i : „,»; 

indem allgemein durch SF(x) die Summe 

F(x J )-f-f'(x i )-j-....- i 'F(x /) ) 
bezeichnet wird. , 

Durch forlgeselztes DiiTerenziiren der (4.) wird es gelingen, alle sym- 
metrischen Verbindungen der Gröfsen (3.) *u bestimmen; da steh indessen alle 
symmetrischen Verbindungen in die Potenzsummen ausdrücken lassen, so ge- 
nügt es, diese letzteren zu finden; es seien die Potenzsummen der Gröfsen (3.) 
durch <§,, St, S, etc. bezeichnet, so dafs 

S„ = 2x" = atf-f *$■+....-{ x*: 
«, ist «l-f 1+.-. -f l=/A 

•I",- 

In der Trigonometrie besteht eines der wichtigsten Principien, durch 
welches man zu linearen Ausdrücken gelangt, in der Entwicklung der Po- 
tenzen von Kreisfnnctionen nach Sinus oder Cosinus vielfacher Bogen; da 
dieses Hülfsmiltei bei den elliptischen Functionen fehlt-, so hat Jacobi in seinen 
Fundamenten ein anderes angegeben , welches sich auf die Möglichkeit /gründet, 
die höheren Dilferenzialquotienten elliptischer Functionen durch die Potenzen 
dieser Functionen, and umgekehrt die Potenzen durch die Df/Terenzialquotienten 
linear auszudrücken. Wie mancher schöne mathematische Gedanke wegen Mangel 
an analytischen Arbeitskräften unfruchtbar bleibt, so scheint auch dieses Princip, 
aufser der von Jacobi gemachten Anwendung, night weiter benutzt worden 
zu sein. Bei unserem Probleme hier kann das eben erwähnte Hülfsmitler mit 
Erfolg angewandt werde*. Differenziiren wir nämlich die Gleichungen (4.) 
»mal nach l, so dafs wir erhalten r , , j 

(5.) ^i_£ = w-^l, v a ' (jl) = in t dt ' iyr) 

ve&w«n4el» für «erade Werlhe .von die DiffereozißlquQUeulBU; ,r*ch<b vom 
Gleichheitszeichen in Poteuseu von y und setaea dann di# ßqnjmeu )»k? in, die. 
Formeln ein, welche die Polenzen von x in dieDifferenzialquotienten von x oder x 7 , 
also auch die Potenzsummen 2x" in die Summen von DifFerenzialquolienten aus- 
drücken, so erhalten wir direct die sammtlichen Potenz summebjfy «Ja Function 

i8* 
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neu von y. Setzt man sodann y = 0, so bekommt man hieraus die Polenz- 
derjenigen Gröfsen, welche den Zahler der Mnlliplicationsformel ver- 



In der Thal, differenziirt man die Gleichong |j = y(l— eipfnal, 
3mal, 5mal u. s. w. nach /, so kommt 

|l£ = T'i^-io* 7 ;, u.s.w. 
Ferner erhält man durch Differentiation der Gleichung == 2*^(1 ~-* 4 ): 



il<£ü ^ |44(-l f ?8x*-X)x*), u. s. w. 

Man kann jede folgende Gleichung aus der vorhergehenden ableiten mit Hülfe 
der Formel 

Die geraden DifFerenzialquolientcn Yon x, x* nach / werden also resp. durch 
ungerade, gerade ganze Functionen von x ausgedruckt; die Gleichungen, welche 
dies bewirken, seien der Kürze halber durch (jE.) bezeichnet. 

Dieselbe Behandlung der Gleichung |£ = tu j'( l — y 4 ) liefert 



|X « 7'im 6 (7.> J -I0y 7 ), u. s. w., 
d -^P= l44m ü (-!+2S/-35y), u. s. w. 



Diese Gleichungen, welche wir durch (F.) bezeichnen, geben die geraden 
Differenzialquoüenten von y and y* nach < durch ungerade, resp. 
i von y, und werden mit Hälfe der Formel 

* • • . .,.<'». 
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Die Gleichungen (15.) lassen sich nach x 3 , x 5 , u. s. w. , x\ x°, u. s. w. 
auflösen, und geben dann die ungeraden Polenzen von x in die Differenzial- 
quotienten von x, die geraden Polensen von x in die Differenzialquotienten 
von x 1 ausgedrückt, nämlich: 

j* , = -*ä7T. * = i*+^ä7T, u. S .w. 
Am bequemsten lassen sich die Gleichungen (£.) nach der Formel 

^—i (/i-D(^-2) ei» 

jede aas den beiden vorhergehenden bilden. Diese Formel liefert die Glei- 
chungen (C) mit der gröfsten Leichtigkeit in beliebiger Menge, denn nach 
ihr darf man nur, um ar" zu bekommen, in dem Ausdrucke für x>*~ 1 alle 



DifTcrenzialions-Exponenten um 2 Einheiten erhöhen und das . ^ — — fache 

v (f*— 1)0*— ±) 

dieses so erhaltenen Ausdruckes von dem fachen des Ausdruckes für 
;rf~* sublrahiren. 



Setzt man in (6.) für x seine Werwe a?,, x t x p und summirt, 

so erhalt man die Gleichungen (Ä) 

(S* = -i^llf » = »-s.w., 

' |^ = iF -^«^ü, ^ = |^4- T ^jriJfe!I, u . s. w., 

welche nach der Formel 

aus einander hervorgehen. — Setzt man nun endlich in diesen letzteren (Ä) 
(5.) für 

Ii, ' ^"öf^' u. s.w. resp. die Werthe 

» r» »•••geTi m 'aff' u.s. w., und für 
»», -T^^, u. s.w., resp. die Werthe 

*» 2 Vi m i/. , « ■ - n?r* i »• s- w. , so kommt : 

dt oi • 
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= S> = - i"»!^-, Ä = \>»y [ -5 |£, U. S. W.. 

»4 — (i $ f t 9 «6 5 j r 1LM j öf* » " 

und wenn man hier die Differenzialquotienten von-y resp. y 2 nach (F.) in 
die ungeraden, resp. geraden Potenzen von y umsetzt, so erhflU man <Sj, <S>», 
S,. u. s. w. in ungerade, S ü , Ä 8 , u. s. w. in gerade ganze Functionen 
von y ausgedrückt, z. B. 

s s = »V, « 4 = *o»~»i 4 H"»V» «• »• w - 

Nachdem wir so die Nalur der Potenzsummen S M erkannt haben, näm- 
lich, dafs sie ganze Functionen von y sind, die auf den /den Grad steigen, 
und nur ungerade oder nur gerade Potenzen von y enthalten, je nachdem 
ungerade oder gerade ist, wollen wir eine Reooraionsfbrmel aufstellen, nach 
der man unmittelbar jede Polenasumme aus den frohem berechnen kann. — 
Da S M eine ganzo Function von y vom /den Grade ist, so erhall man durch 
zweimalige Differenziation nach / 

wo ^Se. und =*^£- ebenfalls ganze Functionen von y vom « — Iten resp. 

d l S <f*(jrP) 

fi — 2len Grade sind. Von der andern Seite ist auch -jjj- — ^ ^ ft : 



aber 

«(^-l)ar"- 2 (l-x 4 )-2«.ay +I 
= u (/< — 1 ) — fi (/ t -f 1 ) *."+ 5 , also 

. . . *' ... ■ 

ö* S 

dieser Werth von mit dem vorhin erhaltenen verglichen, liefert 

hieraus folgt, wenn man noch /* — 2 statt j»t setzt: 



> .ii 



*) Die rechten Seiten dieser Gleichungen (/.) sind genau ebenso formirt, wie die 
der Gleichungen (Ä.) und gehen unmittelbar au» letzteren b er vor, wenn man die Summen- 
zeichen £ rechts fortlafst und statt x überall rechts my statt x«, »»«> * schreibt. 
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Dies ist die verlangte Recursionsformel, nach welcher man aas «S>„_, und 
sogleich S M ableiten kann. D* schon S ü = p, = tny, £, — tri 1 )-, S 3 — jw 3 )* 3 
gefunden werden iat, so leitet man hiernach die folgenden Potenzsummen ab: 

.v s = t(»t-«r)y+««y, 

s « = 3 " , '7 3 "* /f'*'?*. 9 - w - «• B »«a 



II. s. w. f. 

Betrachtet man das Büdungsgesclz dieser Ausdrücke, so wird man leicht die 
Richtigkeit der folgenden Bemerkungen einsehen. Die Coeflicienlen der ver- 
schiedenen Potenzen von y In 8^ sind ganze Functionen von m, so dafs sich 
als eine ganze Function der beiden Gröfsen m und y betrachten laTst, 
und zwar kommen nur diejenigen Potenzen sowohl von m als von y vor, 
deren Exponenten => (mod. 4); die Norm p erscheint nur, wenn /t durch 

4 (heilbar ist, und zwar kommt sie dann nur linear und weder in m noch in 

5 multiplicirl vor; der Coeflicient von p in S tft ist 



16- 9-13 •'•»(4ft — 3) 
3-71115' (4f*— 1) 



1 , : 



und der von m 2 y- in ist 



3.7.U .... (Afi — 5) 
= 5-913--.(4^-^)' 

der Coeflicient von y* in S, ist = m", der von y""*, J^" 4 **-»') , der 
von yf* ebenfalls in S,, k , 



~~ 24-25 ' 



1, wie schon oben bemerkt,, die Potenzsammen stall nach 
Potenzen von y auch nach den Differenzialquotienlen von y resp. y* ordnen. 



Digitized by Google 



- 144 — 



Bei dieser zweiten Darstellung, welche die einfachere isl. geschieht die 
cessive Bildung nach der Formel 

wo au = mdl gesetzt worden ist, so dafs also die Differenzialquotienten von 
y nach u aus der Gleichung |^ = >'( l — y*) abzuleiten sind : dieselben er- 
geben sich demnach, was zu bemerken ist, aus den DifTerenzialquotienlen von 
x nach t, wenn man in diesen letzteren nach geschehener Differenziation y an 
die Stelle von x setzt, also aus (J2.), wenn man dort rechts y statt x schreibt. 
Man erhält hiernach 

S^^x'+ihtn'^P-, u. s. w., 



wo nach geschehener Differenziation überall y stall x zu schreiben "ist. Da 
die numerischen Coefficienten in diesen Ausdrücken genau dieselben sind, wie 
in (6?.), so erhalten wir hieraus folgenden allgemeinen Satz: 

„Die Summe der /den Potenzen , der Wurzeln der Gleichung y — y 
ergiebl sich, wenn man x* in die Differenzialquotienten von x oder x 1 
nach t ausdruckt*), sodann die conslanten Glieder mit p, die Arten Dif- 
ferenzialquotienten von x mit m Ul und die Arten Differenzialquotienten 
von x 1 mit m k+7 multiplicirt, endlich nach geschehener Differenziation y 
an die Stelle von x setzt." 

Das Gesetz der CoöfGcienten in der Entwickelung von x" ist von Jacobi 
(Fundamente nova pag. 126 seq.) angegeben worden; er zeigt, dafs dieselben 
aus der Entwickelung der Potenzen von t nach Potenzen von x hervorgehen. 

also in unserem Falle aus der Entwickelung der Potenzen von f j^ xi y 

Bei dieser Gelegenheit will ich einen Druckfehler in den betreffenden Formeln 
zur Verbesserung anzeigen: in „Fundamente nova etc." auf Seite 126 ist 
statt der Constante in der 15ten Zeile zu lesen: 

- -\ R » 1 *7ii J r R ' 1 >m J r •••• ^imr)' 



*) wo j' durch die Gleichung = jr*) gegeben isl. 
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oder was nach der dortigen Bezeichnung dasselbe ist: 

dort sind die Factoren BgU, ÄJ^ 5 u. s. w. fortgelassen. Diese Constante 
reducirt sich übrigens für die Lemniscate auf ein einziges Glied und wird, 

wie schon bemerkt, =0 oder = \ * • • 3) Um die erwähnten 

3 •/•II (4ft — 1) 

Formeln auf die schnellste Weise zu erhalten, setze man in die allgemeine 
Gleichung 

zuerst u>==il; man erhält dann: 

(^yr = (l-^)-äP ^"sr- 

Diese Gleichung werde jumal auf beiden Seiten nach x differenziirt, und nach 
geschehener Differenziation x = 0 gesetzt, wobei zu bemerken, dafs die Dif- 
ferenzialquotienten von i—x* mit Ausnahme des Oten und 4ten und die von 
ar» mit Ausnahme des dritten verschwinden. Man erhalt: 



_ **'Q 

oder: 

für a? = 0. Sodann nehme man in obiger Formel y = a>", so dafs 

Setzt man nun endlich 

x- = (-t^^J^^, oder 
v ' -=o dt* 

x" = (_i)K^)^JPV>f^>^ConsL, 



je nachdem ft ungerade oder gerade ist, so erhält man nach (y.) 

i-xy^m = -)U(^+l)(-l)^lv +^) +/*(^-l)(-I)* 0, - ,) ^ , 

19 
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resp. 

(-l, l( "- 3) /*& = l)(-l)^i^^ + «( i a-l)(-i)*° 4 - 4) ^''- 7) , 

also in beiden Fällen: 

(<T.) Ff_\ = u (1/ -f- 1 ) — ^ (,«- 1 ) 
Dieser Recursionsgleichung genügt nach (/£) 



= ir-wL * oder = Ü^H^ awx==0h 
und da dieser Werth stimmt, wenn man /* = I, /*= 2, 3 und 4 setzt, wah- 
rend n allgemein bleibt *), so gilt er auch für alle Werlhe von /t und n, 
und man erhält: 

(ö.) x — ( u ^ l0t _, )!(M + 1)! dr \ dx , ^ =0 

oder 

je nachdem it ungerade oder gerade ist; übrigens ist C — 0 oder C = 

t 5-9 ••• (M-3) je nachdem /tE2 ^ oaw _ () (mod 4) | sl Zu bemerken 

j • / • 1 1 • • • • (^t — 'lj 

ist, dafs in diesen Formeln (8.) diejenigen Coefficienten von selbst verschwin- 
den, für welche nicht it-f-l resp. n-f 2?=« (mod. 4) ist. 

Für die fi\en Potenzsammen ergiebt sich nun hieraus durch Anwen- 
dung des oben aufgestellten allgemeinen Satzes: 

wo a=l oder = 2, je nachdem u ungerade oder gerade ist, = y 4 ), 

C' = 0 für /iäl, 2, 3 (mod. 4), dagegen C=H^-^=^ für ,» = (» 

(mod. 4) , und wo nach geschehener Differentiation recht« x = 0 gesetzt wer- 
den mufs. — Man kann auch noch die Summen der negativen Potenzen Zx'" 

erhalten, wenn man y statt y schreibt, denn da y in y übergeht, wenn y 



«) denn für (i = j, ^ = 2 erhält man nach den Werthen von « auf beiden Seilen 
der Formet 1, 0, (), 0, elc; für ft = 3 kommt 0, 0, * , 0, 0, . . . . , und für p = 4: 
0, 0, 4, 0, 0, .... 
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stalt x gesetzt wird, so erhält man 2x~f aus dem Werlhe von Sx"^ wenn 

man in letzterem — statt y setzt. — Aus den allgemeinen Potenzsummen Sp, 

welche noch das variable y enthalten, ergeben sich speciell die Potenzsummen 
des Zählers der JMullipKcationsformel (7 = 0, welche wir durch SJ, bezeichnen, 
wenn man y = 0 setzt; wird aber y=Q gesetzt, so kann man in (9.) statt 

auch d £P schreiben, wenn nur dann nach geschehener Differentiation 

j?=0 gesetzt wird. S}, verschwindet immer, wenn ft = I, ?, oder 3 (mod. 4) 
ist; dagegen für die durch 4 theilbaren Werthe von u erhält 



(10.) ÄJ, = -^ (ft _ 1)!(M+2)t -Q^r- -5p- = 

■ l-6-9....Q*-3) 
T 3 711 (jt*— 1)^' 

Es verschwinden in der Summe alle diejenigen Glieder, für welche nicht n = 2 
(mod. 4) ist, so dafs nur diejenigen Polenzen von m bleiben, deren Expo- 
nenten durch 4 Ihcilhar sind; man kann also auch setzen: 

miy-* — m4 ' a 4 "^") 8*- a U») , 1-5- -.(4/t-3) _ 

(.llfj ö 4 ,_-— ^ (4f»-l)l (4«)! öjt*." a/ 41 - 1 3-7---(4/»— l)^ ' 

Es ist zugleich 4« statt geschrieben worden, weil es sich nur um die durch 
4 theilbaren Werthe von fi handelt. Diese Formeln (10.) oder (10V) geben 
die von Null verschiedenen Potenzsuromen der Wurzeln der Gleichung 

und wenn man j$y„ = 4-T << setzt, so stellt olfenbar T„ die Summe der ,«ten 
Potenzen der folgenden Gleichung dar: 

^B.^-o-»-]-.... +4*4-» = 0, 

welche aus der obigen durch die Substitution x* = z hervorgeht; diese Potenz- 
summen der Wurzeln der Gleichung in * sind übrigens ^ 



wo r in der Summe ein Viertelrestensystem (mod.») reprflsenlirt ; hiernach 



19« 
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v /rw\ 4 m p—m* 

„ /ra»\" „, . 1-5-9 „ Um* 3m» » ,J 



3-7-11^ 3-4-25 r 2-7-25 2-3-1125 
u. s. w. 

Aus den Potenzsummen T,, T 2 , o. s. w. kann man nun die Coefficienlen B n 
Ä a , a. s. w. berechnen, und »war nach den von Newton gegebenen Formeln 
fl, = - T, , iß^-^-B.T,, 3ü, = ~r,~B 1 T 2 ~Ä i r,, 
4Ä 4 -= — r 4 — B.T. — B^T,— ß 5 T„ u. s. w. 
Hiernach findet man z. B. 

" l — 12 ' 

-j 5 | 4 / — p , 1\ m' 

Wj ~~ 2144 1412 / ' i" m V144 ' 3U/ 8-35-3b 

Ä 55 ^ 5 o(--«''--70«iaV + 3.V+336«i 4 -300|P), a. 8 . w. 

Auf eine ähnliche Weise findet man die Coefficienten J,, J,, u. s. w. : 

J a = 56.^7 ( — » 8 + 14m> + 35/1* - 84m 4 - 384/» -f 420) , u. s. w. 

Setzt man, was erlaubt ist, 

B„ = «,,-f-#V-f r„«» 8 -f . . . . -{-^w*, 

so erhält man aus der Verbindung von (10V) mit den Newtonsehen Formern z.JB. 

. r i-5 - (4^-3) , l-5--(4,i-7) . ,1-d , 1 

• ua " = ~ i/'LjT-.-^-l) +3.7.-.. (4^-5) a, + • ' ' * +3.7V- 2 T*V-»J' 

u. s. w. für /?„, elc. ähnliche Formeln. 

Wir stellen noch die folgenden Bemerkungen Aber die Coefficienten des 
Zählers und Nenners der Multiplicationsformeln für die Lemniscate zusammen: 

«) Der allgemeine Coefficient B M des Nenners ist als eine ganze 
I#iclion der beiden Variabein m* und p von der /den Ordnung anzusehen, 
in welcher das conslanle Glied fehlt; der allgemeine Coefficient A ß des Zählers 
ist gleich dem »/»fachen einer ganzen Function fiier Ordnung der beiden Va- 
riabel m* und p; die Coefficienten der Potensen und Producte von m* und p 
in diesen ganzen Functionen sind rein numerisch, reell, und hängen weder 
von »i noch von p ab, ihr Gesetz bleibt noch unbekannt und kann auch auf 
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einem Wege, wie der hier eingeschlagene, schwerlich gefunden werden; man 
könnte zwar die Werlhe von T„ = ^Si u nach (10'.) in die independenten 
Ausdrücke der Coöfficienten dnrch die Potenzsummen 

* l m -2fi-&-"- a.' (fi y! •■■> 

•. • \ , (coHdilione ct-j-'i^^H""" = n \ 

einsetzen, aber ein so erhaltenes Gesetz der Coefficienlen wurde ihre Natur 
mehr verhüllen als entdecken. 

b") Obgleich in den Coöfficienlen die Norm p bis auf den /ilen Grad 
steigt, so enthalten die aus ihnen gebildeten Potenzsummen der Wurzeln doch 
p nur linear und auch nicht in Potenzen von m raultiplicirt. 

c) Die Coefncienten brechen, vermöge ihrer Form, von selbst ab, 
sobald p gröfser als \(p — 1) ist. Nach dieser Bemerkung in Verbindung 
mit b) kann man unabhängig von den vorhergehenden Betrachtungen und von 
der Kenntnifs der Potenzsuromen eine beliebige Anzahl Coefficienlen berechnen, 
indem man die in ihnen vorkommenden numerischen Coefficienlen als Unbe- 
kannte einführen und so viele Gleichungen bilden kann, als Unbekannte vorban- 
den sind. B, = T », (m 4 — p) und A t = V* "» ( — w» 4 — 5 -f 6) z. B. verschwin- 
den für m=l, und werden = — t±'2i, A t =i für m— — l ±'li, 
p=h\ hieraus allein schon halten diese beiden Coefficienlen gefunden werden 
können; denn setzte man B^am*-}- ßp, A l =m(ym'-\- J/»+0> so erhalt 
man die fünf Gleichungen 

«4-/9 = 0, (_l4-2i) 4 a-f 5/*=-l-f2i, 

y + flf « = (), (_l-},2,7 y -f5C-l-f'2l)(y+(-l-f>i) f =l, 

(- 1 -3 i/y -f P (- « - 2 «) <* + (- 1 - 2 »') * = 1 , 
wodurch die 5 Unbekannten a, ß, y 7 d, « vollkommen bestimmt sind. Bei 
späteren Coöfficienten mufs man, um eine hinreichende Anzahl Gleichungen zu 
erhalten, wie schon bemerkt, noch die Eigenschaft b") hinzunehmen. Auch 
bedient man sich hierbei mit Vortheil der Beziehung zwischen den Coöfficien- 
ten des Zfthlers und Nenners (§. 1.). 

rf) Wie oben bewiesen, sind für eine zweigliedrige Primzahl m die 
Werthe von und B M durch tk »heilbar. 

.) In B, ist der CoSflicien. von -^ »^""fflg derCoi ' r - 
ficient von p", der von = £ ^=*f^ t . 
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f ) Wenn man in den Coefficienlen stall p eine beliebige Gröfse seist, 
so bleibt die Multiplicationsformel immer noch richtig; Zähler und Nenner brechen 
aber nur dann ab, wenn p die Norm von m ist. 

Ich gebe diesen Versuch, so unvollkommen er auch sein mag, da bei der 
grofsen Schwierigkeit des Gegenstandes jeder Beilrag von Interesse sein kann. 

Eine brauchbare Formel erhält man noch, wenn man die (9.) auf bei- 
den Seiten nach / difterenziirt: 

rln vr ^„-i xUx , (-t)fl*-> ^[ m***** ( dr{r+*) \ g*gfrn t 

(11.) VO ./(!-*)) = 



Die Methode des vorigen Paragraphen zur Bestimmung der 
sehen Functionen der Wurzeln solcher Gleichungen, welche einer gegebenen 
Dilferenzialgleichung genügen, erstreckt sich viel weiter, als wir es hier gezeigt 
haben; sio laTst sich auf mehrere Probleme Ober ellipliscbe Functionen und 
noch auf mannigfaltige andere Formen von Integralen algebraischer Functio- 
uen anwenden. Hier wollen wir nur noch in aller Kürze mit ihrer Hülfe die 
symmetrischen Verbindungen der Wurzeln derjenigen Gleichungen bestimmen, 
welche bei der Transformation elliptischer Functionen mit beliebigen Moduln 
vorkommen *). 

I. Wenn -gf = V X( I-^X» *• ^-(l^x-ftfx 1 , 
so hat man die allgemeine Gleichung 

wo y irgend eine Function von x oder von / ist. Setzt man hier zuerst 
y> = xf t sodann y = t h , so erhält man: 

(2-) TR? 2 = f*Cr*+ l)«*' + W'/*^+/<(/'-0^- J , 

(3.) A(A-1)^ = ^(i-^+W)+^>j( T ^+2«^), 

wo der Kürze halber k?*=a, 1 -f & ~ ß gesetzt worden ist. Differenziirt 
man die letztere Gleichung (3.) //mal nach x und setzt nach geschehener Dif- 
ferenziation x = 0, so kommt 



*) Man vergleiche auch besonders die „Noüces sur les fonet. ellipt." von Jacobi 
im 3len und 4len Bande des Crclle'schea Journals. 
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oder, wenn man reducirt, 

_ /<*\ . / i 

wird also j— _i— = Hjf > gesetzt für ar = (), so hat man 

(4'.) Äft = ^-f I) JIS^-^ — /^-/» + — 1 )« UV 91 . 
II. Vermöge (2.) kann die folgende Entwicklung angenommen werden : 

a'^jp- «=> £W - Const., 

woo=l oder = 2, je nachdem ß ungerade oder gerade ist; z. B. für 
h= 1 ist x = x, also für h — O and = 0 för A>0; für u=2 

ist x 5 ^* 2 , also itf>=l für A = 0 und =0 für A>0; für u = 3 ist 

ax 3 = lßx-\- j^f , also nimmt i*^ für die aufeinanderfolgenden Werthe 

von k die Werthe an: 0, 0, 0, 0, u. s. w.; für /*=4 wird 



also sind die Werth« von Ptf die folgenden : 0, 0, 0, 0, u. s. w. 
Setzt man die obige Entwicklung in die Gleichung (2.), so kommt 

es.) m = ^( / ,+ l)^>-^/?n'M-,»(/*-1)«^"- J) . 
Nach (4'.) genügt dieser Relation; . 

(6.) JT = 

und wenn diese Übereinstimmung für 4. Anfangawerthe von ^, während h all- 
gemein bleibt, nachgewiesen werden kann, so mufs sie allgemein stattfinden, weil 
P^ +v genau ebenso aus den P mit den. oberen Indices ^ und /* — 2 berechnet 
wird, wie Ä<"+*> aus den R mit den oberen Indices p und ju— C. Diese 
Übereinstimmung findet in der Thal für n = 1, 2, 3, 4 Statt, denn Äft,. Äp>„ 
Jlft, nehmen fftr Äp» 0, 1, 2, 3, ,... in inf. die Werthe an resp.: 



Hß. = i, o, o, o, o, .... , 

Äf + >, = 1, 0, 0, 0, 0, .... , 

Äff. = iß, o> i, o, o, 
= iß, o, o, o, 

und diese Werthe stimmen genau mil den obigen Anfangs werlhen von Pi n) 
für // = 1, 2, 3 und 4; also findet (6.) allgemein Statt. Wir erhalten 



(7.) kr-* = ZRft, *gp- - Const. , 

wo 

ho.) — i / e"(/>+«h 

Die Constanle wird aus dem besondern Falle ar = 0, < — 0 bestimmt; 
findet 

Co»*. 

III. Für jede ungerade Zahl n lassen sich, wie durch Jaeobi und 
Abel bekannt, mehrere Werthe von X und zugehörige von N angeben , so dafs 

wird, während y eine gebrochene rationale Function von x ist, die mit x zu- 
gleich verschwindet, und deren Zähler und Nenner auf den nten resp. n— lten 
Grad steigen. Es sei 

_U k g- + *jr-» +*,*—«+.... 

dafs diese Form annohmen mufs, ergiebt sich unmittelbar durch Einseisen 
in die Differenzialgleichung und ist von Jucobi an mehreren Orten bemerkt 
worden. Die Wurzeln der Gleichung 

V-Vy == 0, d. h. 

*--~yx'- , -|-llx- 3 — etc. *= 0 

seien durch 

&n • • •'• 

und die Summe 

+ .... -f ^(ar.) durch »»(*)• 

jr 

bezeichnet. Die Summe der Grofeen a? t , x 2 , je,, a?„ ist =~y t die 



Summe ihrer CombinaÜonen zu je zweien =Ä, also die Summe ihrer Quadrate 
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-jj— y — IB. Hieraus gehen zwei Gleichungen hervor, die sich in die 



einzige folgende zusammenziehen lassen: 

(8.) **> = sg-r-* 

wo o — t und =2 zu nehmen, während nach diesen beiden Fällen c resp. 
= 0 oder =2B zu setzen ist. Die Gleichung (8.) differenziire man auf bei- 
den Seiten Ämal nach /, wobei zu bemerken , dafs du H = N h dt*, so kommt ; 

C9 ° fSF- = ä 3 TT' 
für * = 0 tritt die Gleichung (8.) an die Stelle von (9.). 

IV. Werden jetzt in (7.) für x nach der Reibe die VYerthe x,, x 2 , 
x,, .... x„ gesetzt, dieselben summirt, und endlich für 

die Werthe aus (8.) und (9.) eingesetzt, so kommt: 

(io.) ^^=2>..^^-.^( a -^L-^; 

<r ist, wie schon bemerkt, = 1 oder = 2, je nachdem p ungerade oder gerade 
ist; die Bedeutung der CoeTficienten ÄJft> 0 ist oben angegeben, und x, y rechts 
werden in / resp. u bestimmt durch die Differenzialgleichungen: 



■■■-§r-y((i-« , )(i-« , * , o «nd iL^yai-y-xt-iY». 

Da man nach der letzteren die vorkommenden Differenzialquotienten — ~ - in 

Potenzen von y umsetzen kann, so giebt die Formel (10.) die ^*len Potenz- 
sammen der Wurzeln der Gleichung U — Vy =s 0 vollständig in ganzen Func- 
tionen von y ausgedrückt. Aus den Potenzsummen kann man alle anderen 
symmetrischen Verbindungen dieser Wurzeln ableiten; man kann also nament- 
lich die Cofcfficienten des Zählers und Nenners U und V der Transformatione- 
formel sämmllich finden, und zwar mit Hülfe der vier Grofsen 

Ar, A, N und B. 
Dieses letztere schwierige Problem ist zuerst von Jacobi auf einem ganz anderen 
Wege gelöset worden (Band 4. des Oe/fc'schen Journals). 

Für den Fall der Multiplication ist n 1 statt n zu setzen; ferner ist 2V= n t 
— k und J? = 0, also werden dann die symroelrischen Functionen blofs in 
n und * ohne Hülfe anderer Gröfsen ausgedrückt. 

20 
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Mit Ilülfe des Salles von Lagrange üher die Umkehruug der Heiben 
kann man der Gleichung (10.) mehrere andere Formen geben. 

V. Wenn n eine Primzahl ist, so kann man in (9.) statt X seine n-f 1 
Werlbe und statt N die zugehörigen Werthe setzen. Saramirt man dann links 
und rechts alle diese Werthe von X und N, so bekommt man links die ana- 
loge Reihe für die Mulliplication , die sich wiederum unmittelbar nach (9.) 
finden lflfst, wenn man X — k, N=n setzt. Wird nun ferner l— Ö und 
« = 0 genommen, so hat man links blofse Functionen von k, während rechts 
symmetrische Verbindungen der Gröfsen X und 2V stehen. Man kann also auf 
diese Art unendlich viele symmetrische Verbindungen der transformirten Moduln 
und der zugehörigen Mulliplicatoren in k ausdrücken. Die CoSfncientcn der 
Modulargleichung erhält man aber daraus nicht, weil es sehr schwierig ist, 
die Werthe der N von denen der X zu trennen. 

Dagegen kann man aus den Newtonschen Formeln alle Coefficienlen 
eliminiren und eine beliebige Anzahl Gleichungen bilden, welche blofs Potenz- 
summen und keine Coefficienten mehr enthalten. Gesetzt man habe v solcher 
Gleichungen gebildet, wo f>3 genommen Werden mufs. Man setze nun in 
diese v Gleichungen die Werthe der Potenzsummen der Wurzeln der Gleichung 
U = 0 ein, welche aus (10.) hervorgehen, wenn man dort rechts nach 
geschehener Differenzialion y = 0 setzt. Die r Glercbnrtgen enthalten danft 
aufser k noch die drei Gröfsen A, A r und B. EliminhH man zwischen ihnen 
iV und D, so ist der gröfste gemeinschaftliche Theiler der hieraus hervor- 
gehenden v — '1 Gleichungen die Modulargleichung; der gröfste gemeinschaft- 
liche Theiler der aus der Elimination von X und B hervorgehenden > — 2 
Gleichungen ist die Gleichung zwischen N und Ar, und der gröfste gemein- 
schaftliche Theiler derjenigen, welche durch die Elimination von X utd ent- 
stehen, ist eine Gleichung zwischen B und Ar. not tt*aoi 

Wir gestehen, dafs diese Methode, die Modulargleichung zu finden, 
allerdings noch einer bedeutenden Ausbildung bedarf, wenn sie nioht für ein 
allgemeines n illusorisch werden soll. 

Im October 1845. 
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n. Neuer Beweis der Suinniationsforiiieln. 

Die Beweise der Summationsformeln für die elliptischen Functionen müssen 
immer heuristischer Art sein, indem bei Formeln, deren Richtigkeit man a poste- 
riori durch unmittelbare Substitution zu prüfen vermag, von einer Verifieation nicht 
die Rede sein kann. Durch diese ihre heuristische Natur haben jene Beweise 
den Vorzug, dafs sie die Wissenschaft mit Methoden bereichern, welche anch 
Ober den augenblicklichen Zweck hinaus von Nutzen sein können. Obgleich 
daher durch die längst von anderen Mathematikern gegebenen Beweise der 
Bier in Rede stehende Gegenstand als vollständig erledigt betrachtet werden 
kann, so möchte doch die folgende neue Behandlung desselben, in Röcksicht 
auf die Methode, nicht als ganz überflüssig erscheinen. 

Die Summationsformeln för die Sinus lassen sich auf folgende Weise 
ableiten. Wenn man x = sin / als diejenige Function von l definirt, welche 

mit t zugleich verschwindet and der Differenzialgleiching ^j- — )'( I — x 7 ) 

genügt, so hat man 

d*x d % x ... 

öTT = -£jr = -V(l-^, u. s.w., 

■ ■ • 

so dafe die geraden Differenzialquotienten von x nach t, = ±x, die ungeraden 

±y(l — x 2 ) sind. Da nun nach dem Teyforschen Satze, wenn y = sin« 

gesetzt wird, sin{/-f-*i) einer Reihe von folgender Form gleich ist: 

WO die Coefficienten blofs von t abhängen, so kann man hier alle Glieder mit 
geraden Differenzialquotienten veny nach u in ein Glied von der Form A y, und 
alle Glieder mit ungeraden Differenzialmjotienten in ein Glied von der Form 
y*) zusammenziehen, und man erhält: 

wo A und B nur von / abhängen. DUferenziirt man diese Gleichung auf 
beiden Seilen nach «, so kommt 

und setzt man endlich, am A and B an bestimmen, in diesen beiden Glei- 
chungen u = 0, wobei an bemerken, dafs för a» = 0: > : = 0, ^(l— > J )= I, 

20« 
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sin(<+«) = sin/ = ;r, r= ^- = /(l-x») wird, so ergiebt sich 

B — x und A—^(l—x*), also bat man schliefslich 

wenn x = sin /, y = sin ti ist 

Eine ähnliche Metbode soll in den folgenden Zeilen auf die elliptischen 
Functionen angewandt werden. 

Wir definiren die elliptische Function * = y(0, welche mit / zugleich 
verschwindet, durch die Differenzialgleichnng 

(1.) ^ Jx = ^l-«*^); 

diese Form geht sogleich in die gewöhnliche Aber, wenn man a = *-f X 
nimmt uod x^k, resp. Ifo, an die Stelle von x resp. t setzt. — Die 
Gleichung (1.) nach t differenzürl, giebt: 

Es sei jP irgend eine Function von x, so ist 

(2) = (1-«*' + * 4 )§^+(-«*+^)§f • 

Wenn F eine yo»s« Function von a? ist, so zeigt diese Formel (2.)» da£s 
~£ ebenfalls eine ganze Function von »ein wird, deren Grad um 2 Ein- 
heiten höher ist, als der von Ff und zwar wird diese neue ganze Function 
mit F zugleich gerade oder ungerade sein. Nun ist -gyy eine ganze Function 

von x, also auch jeder gerade DhTerenzialquotfent von x nach / einer gan- 
zen Function von x gleich, und zwar wird dieselbe nur ungerade Potenzen 
von x enthalten; jeder ungerade Differenzialquotient von x nach / ist dage- 
gen gleich einem Producte aus einer ganzen und geraden Function von x 
in J{x). Natürlich gellen dieselben Beziehungen zwischen y und u, wenn 

¥>(«) = >• gesetzt wird, so dafs ^£ = P, |^ = <MO-), wo P eine 

ungerade, Q eine gerade ganze Function von y ist. 

Man kann nach dem Tqy/orschen Salze folgende Entwicklung annehmen 



Digitized by Google 



— 157 — 



nur von t d. h. von x abhängen. Zufolge des so eben 

Ober die Differenzialqnotienten von y nach w Bemerkten lftfst sich dieser Ent- 
wicklung die Form geben: 

y(/+«) = 17+ Vj(y). 
U und F sind Reihen, welche nach ganzen Potenzen von y fortlaufen, U ent- 
hält nur ungerade, V nur gerade Potenzen von y. Offenbar ist dann auch 

<p(<— «) = — I7+Pi/(y), also 

¥>(*+«) + 9>('-tt) = *VJ(y). 
Es sei der Kürze halber y(*+w)+y(/— «) = 1W, so kann man setzen: 



(3.) W = "ZC,?" J(y). 
Hieraus folgt, wenn man auf beiden Seiten nach v diffcrenziirt 

^ = ^{?,u^(I-a/ + /)+^(-« r +2 r 3 )} 

= ^c, r j >-'-x(>+ l)ac; r a '•+ , +^(?^+2)C /( r , '' +, ' 

= u + 2) - (V + 1 ) o C; + 2 /i C^} y^* 1 . 
Wird noch einmal nach u differenziirt, so kommt 

^ = ^{(2/H-l)(?/*-f2)C, +l -(2/*+i)'«C /l + 2^(>+l)C^ 1 }^^(r). 
Von der andern Seite ist offenbar 

— "öt^» a,so "ä^r = ^-öTi-r^^cy;- 



Die Vergleichung dieser beiden für ^£ erhaltenen Reihen liefert die Re- 
cursionsformel 

(4.) (?^+ l)(?f. + 2)C„ +l = (V+ l) l «C /1 -2 i u(2^+ 1)C^+ 

Nach dieser Formel kann der zweite Coefficient der Reihe W ans dem ersten 
und jeder folgende aus den beiden vorhergebenden berechnet werden. Um 
den ersten Coefficienten C„ zu finden, setze man * = 0; dann verschwinden 
alle Glieder der Reihe für W bis auf das erste, J(y) wird 1 und W = 
KV>(0+¥>(<)) = *, also erhalt man 

C 0 = x. 

Wird nun endlich in (2.) F=x 2 " +l gesetzt, so kommt 

d * ( f t ' t +1) = 2K2^+l)^- , (l-aaf J +x 4 )+(2/i+l)^(-ax+2x I ) 
= 2K2/*+l)^ , -(2^+l) , «x I '•+ 1 + (2 i u+l)(2 i u+2)x"• + ^ 



(5.) (2/i+l)(2 / i+2)^ 5 = (2^+l)>«,V + i_2^(2 / *+t)^: 1 +^T !11 - 



> 
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Diese Formel, mit (4.) verglichen, liefert, wenn man bedenkt, dafs 

C„^x isl, 

C, = x 3 , C^x 8 , u. s. w., 

und allgemein 

. c - - «*♦'. .• . 

also hat man «_ • 

. (6.) »CH-^.+ yC-«)^^^- 

Yertanscht man I and «, so bleibt y> (*-J-«0 unverändert und «) geht 

in y (« — /) = — «) über, also erhalt man noch 

(7.) 9 (t+u)- 9 (t-u) - 

Addirt und sublrabirt man (6.) und (7.), so kommt 



(8.) 



Dies sind die verlangten Formeln, welche die gewöhnliche Form 
man, wie schon bemerkt, tp{t) — i'A-sinam (-pj-) selzl. 



■ ■ *i 



< » » " • » 4 • 



ji . • 



i , . ■•. ■• • 1 i 
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HI. Fernere Bemerkungen zn den Trans forraationsformeln. 

In Nr. I. dieser Beiträge am Schlosse habe ich eine einfache Methode ange- 
geben» nach welcher man die symmetrischen Functionen der "Wurzeln def bei 
der Transformation und Multiplicalion vorkommenden Gleichungen und hiernach 
auch die Coöfficienten des Zählers und Nenners der Transformationsfofmeln 
berechnen kann. In demselben Hefte des CWffcschen Journals, in welchem 
die betreffenden Formeln abgedruckt sind, zeigt Jacobi, dafs dieselben noch 
aus den Theoremen abgeleitet werden können, vermöge welcher dieser be- 
rühmte Mathematiker den Zahler und Nenner der Transformationsformeln durch 
eine neue Transcendenle £1 ausgedrückt hat. Man braucht aber zum Beweise 
dieser Theoreme bei Jacobi die vollständige analyüsche Darstellung / der Trans- 
formalionsformeln, welche wiederum auf der Periodicitäl der elliptischen Functio- 
nen beruht, so wie ferner die Kenntnifs des Additionstheorems, während bei 
den von mir angestellten Betrachtungen Alles aus der Differentialgleichung allein 
direct abgeleitet wird. Hier will ick noch eine andere, höchst einfache Methode 
angeben, durch welche man zn demselben Zwecke, der Auffindung der er- 
wähnten symmetrischen Functionen, gelangen kann, und ^welche den Vorzug 
hat, dafs sie sich nicht Mols auf die kanonische Form, gondern auf die allge- 
meinsten elliptischen Formen mit derselben Leichtigkeit anwenden Utfsf. 

Es seien ; : 

9(x)~ A + Bx,+ Cx* -f-Dx» -f Ex\ 

y(y) « a + © r + e^H- z>f + <s/ ; 

ganze Functionen vierten Grades von x resp. y, und y eine rationale Func- 
tion von x: .'.Vi 



v - - £l£i 
* ~ TW' 



welche der Differenzialgleichung 



' m *y = dx 

genügt. Der Einfachheit halber werde angenommen, dafs der Zähler U(x) 
wten, der Nenner V(x) vom lieh Grade sei. 



Setzt 

U(x) = (x — ai)(a? — a,) (or — a.) = 77(x — a), 

so wird, da F(j?) von niederem Grade als U(x) angenommen worden ist, 
nach der bekannten Theorie der Zerfallung in Parlialbrüche : 

2 i F(x) , ^ F(«) nnA 

wo die Summalion rechts sich auf alle Werthe Von a bezieht, und die oben 
angehängten Striche die Differenziation bezeichnen. Diese Formel erfordert, 
dafs alle Wurzeln a der Gleichung 17=0 verschieden sind; was hier not- 
wendig der Fall sein mufs, weil sonst, wie leicht zu zeigen, V und V einen 
gemeinschaftlichen Theiler hätten. Von diesen Wurzeln et wird übrigens nichts 
als bekannt vorausgesetzt, und sie kommen nur durchgehend in der Rechnung vor. 

Die Werthe von ^ und VL "^ für x = a können, wie folgt, 

aus der Differenzia^gleichung (1.) bestimmt werden. Dieselbe nimmt durch die 
Substitution y — y die Form an: 

rv— vv i . 

oder 



(3.) <p(xxvu'-vvy = v(r)^; 

diese Gleichung (3.) nach x differenziirt giebt, wenn man der Kürze halber 
VW— UV = T setzt: 

(4.) 9 '(x)T* + 2<p(x)TT' = v/( r )TF , -[-4v/(>-)^ 3 ^'- 
Wird nun in den Gleichungen (3.) und (4.) x = a gesetzt, so dafs y = 0, 
V= 0, so wird T= VW, T'= VU»-UV"= VU", und man erhält aus (3.) 

<p(a)U' % = y^F 1 und ans 0*0 
tf(*)U n +29{*)ü'U» = ^(0) ¥ü* +4y(0) FF'; 

wird diese letztere Gleichung mit U' multiplicirt und aus der vorhergehenden 
<//(0)F l statt <p(a)U n gesetzt, so kommt 

tf{*)U*+2f(ß)V*Ü" = v'(0)FL r ' , -f4v(0)FF't/' 
2y,(0)F(2F'l/'-Fir') = ^''(v'W-V'CO)^^). 
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Hiernach findet man also 

V ✓(?(«)) ✓(?(«)) V* *(«) __ V (a) 

F(2Pt/'- FE/") jp>0_ V(Q) /(yW) »» JB_ ✓(?(«)) 
ü'» ~~ 2V(0) 2y(0) * /(V(O)) ~ 2« 2« * 

für x = a. Diese Werthe rechls in (2.) und (2'.) eingesetzt, geben 

( 5.) i=»i3Ss&a. 

und aus der Verbindung dieser beiden Gleichungen folgt noch 

^»'2» / 31 (x— o)* T 2« x— «' 

CT.) + ® 

v ' 1 y (x— «)» 1 x— o 

1 v 1 l 

Entwickelt man jeUt ^^ g)> und nach steigenden Potenien von — , 

1_ 1 ■ 2a . 3a« ■ 4«' , 

(x-a)» x* ' x' ' X* ' X* I * ' * * ' 

x-a x ' x' x* ' x* ' x* "* • • • • 9 

so wird auf der rechten Seite der (7.) der Coöfficient von ■^~ T gleich 

2ti£»-- l q>(a)-{-2a!'<p t (a) i wo fi die Werthe 0, I, 2, 3, in inf. erhalten 
kann. Es ist also nach (7.) 

2 n Sa*- 1 <p («) -f Sa" (p\a) 

= dem Coefficoenten von -^7- in der Entwicklung von 

2* 4- ». 

r* 7 

28t SB 1 
Die Entwicklung von — - -I nach Potenzen von — ist ein ganz elementa- 

res Problem und kann nach der Methode der unbestimmten Coöfficienten aus 
der Differentialgleichung (1.) abgeleitet werden. Setzt man demnach 



00 |r + f = ^ + £+£+ininf., 
so hat man folgende Reibe von Gleichungen: 

21 



Bn 4-2C$4-3l>$4- 4£$ = «„, 
'2 An 4-3H$4-4C$4-5J>$4- 6JE$ = «„ 
4^$ + 3ö$4-6C$-|-70$4- S-E$= a,, 

i)j$4-7Ä$4-8C$4-9ii$4-ioÄ$ = «3, 



und allgemein 

(9.) ^$,.,4-04- i)ß$4-(>+^)^.+(^4-3)0$ +1 +('^+4)Ä^ +J 

= °^ 

wo der Kürze halber i«' = $, gesetzt ist; $ ist = *. Mittelst dieser Gleichun- 
gen kann man der Reihe nach $, $, $, etc. in inf. durch die, als bekannt 
anzusehenden Entwicklungscoefficienlen </„, etc. und durch $ und $ aus- 
drücken; die eben erwähnten Entwicklungscoefficienlen sind algebraische Ver- 
bindungen von A, B, C, D, E, ?(, 33, 6, D, (5 allein; was $ und $ betrifft, 
so bleiben dieselben unbestimmt und können als die beiden willkürlichen 
Größen betrachtet werden, welche das Problem einschließt. 

Man kann auf diese Weise alle Potenzsummen der Wurzeln der Glei- 
chung V = i) finden, und aus diesen lassen sich wiederum alle andern sym- 
metrischen Verbindungen dieser Wurzeln, namentlich nach den i\VtWo/ischen 
Formeln die Coefpcienfen des Polynoms U(x) ableiten, in der Weise, dafs 
die Kenntnifs der Potenzsummen bis zu S H hinreicht, um die ersten u Coef- 
ficionten von U(x) (ausgebend von der höchsten Polenz) zu bestimmen. Da 
aber eine endliche Anzahl von Gleichungen genügt, um alle Coefficienten von 
U(x) zu finden , und da die Gleichungen (9.) in unendlicher Menge vorhanden 
sind, so kann man eine fernere Anzahl derselben benutzen, um die Coeffi- 
cienten von tf>{y) in die von (p(x) auszudrücken, nachdem dies geschehen, 
müssen alle übrigen Gleichungen (9.) bis ins Unendliche identisch erfüllt sein. 
Der letztere Umstand könnte zu merkwürdigen Folgerungen führen, wenn es 
möglich wflre, näher in dio Natur dieser Gleichungen einzudringen, hier mag es 
genügen, diesen Gegenstand der Aufmerksamkeit der Mathematiker zu empfeh- 
len. — Nachdem U(x) gefunden ist, kann man V(x) nach der Gleichung 

daraus ableiten; man kann auch V{x) für sich nach der folgenden Methode 
bestimmen, wenn man — statt y setzt. 
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Wenn nämlich der Nenner von y nicht, wie bisher, von n—lten, son- 
dern vom nlen oder n -fiten Grade angenommen wird, so kann man 

v = D M 

7 r{T) + (p + qx)V(T) 

setzen, wo p und y Constanten, U(x) nnd V(x) wie vorbiu vom nten resp. 
n— Iten Grade sind; man hat dann 

i _ rix) 

Die Zerfäilung von nnd in Partialbröche bleibt dieselbe, wie vorhin, 

und man bat also nur in der Gleichung (7.) 

1 1 

p — qx an die Stelle von — zu setzen, 

y y 

d. h. mit andern Worten, man mufs bei Benutzung der Gleichung (7.) in die- 
sem allgemeineren Falle zu der Entwicklung von — nur negative Potenzen 
von x zulassen. 



Man kann diesen Betrachtungen größer© Einfachheit und Allgemeinheit 
geben; auf folgende Weise. 

Es sei P=0 irgend ein algebraisches Integral einer Differenzialgleichung 
von der Form (1.). Man kann annehmen, ohne Schaden der Allgemeinheit, dais 
die Function P der beiden Variabein x und y in Bezug auf x ganz und vom 
»ten Grade, und dafs der Coefficient von x" der Einheit gleich ist. Bezeichnen 

' > : » i « ■ ' • "i 

*M *))•••■ 

die n Wurzeln der Gleichung P=(), welche als eben so viele Functionen 
von y zu betrachten sind, so hat man für jeden Werth von x und y: 



P = (x — xJix— *,)....(* — x„) = n{x—x ), 

logP = 2\*g{x-x,\ 

und wenn man diese Gleichung auf beiden Seilen nach, y dtiferenziirt, indem 
man x als constant betrachtet, 

21« 
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Nach (1.) hat man für * = ay. 

bx __ V(tp(x)) 
dy V(y(y)V 



d*x V(<p(x)) tf(r) , <f?(x) dx 

dy* ' 2VÖ0 + 2/(<jP(x))/(v(y)) ' d r 



Werden die hieraus sich ergebenden Werthe von ^ und in (a.) und 

(6.) eingesetzt, so kommt: 

(e0 (±ME) _ « j-ltM , 

v y \ dy t x p —x ' 

L V d r * / 2^(r) x,-x AV(r)) 2y(r) J>— * 



V(y) (*#.-*)•' 
und aus der Verbindung dieser beiden Gleichungen folgt 

Wenn speciell P=U—Vy ist, wo 17 und F ganze Functionen von x vom 

itten resp. n — tten Grade sind, so wird 

( d \ogP \ —V / d*\ogP \ — V* 
V dy ) — U-Vy" V Öy* ) ~ {U- Vy)* ' 

und aus («.) wird 

Wtn^+Wv^, ' 

für y = 0 gebt hieraus die Gleichung (7.) hervor. 

Die rechte Seite der Gleichung («.) kann man jetzt, wie folgt, um- 
formen. Nach dem Tay/orschen Satze ist 

= 

9 (*) + + \<p" (xXx-xT+ WXxXx„-xf-\- t W\xXx M -x)\ 

fix,) = 

V X*) + + V'(*)(a>-*)'-f W T (*)(*,-*)', 
indem die höheren Differensialquotienten von nach dem vierten 

schwinden; hieraus folgt nun 



-2<p(x) tp'(x) 



y'(x„) 9>(x„) = 

j u — x (x,,— x)» 
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setzt man hier für seine n Werthe und summirt, so kommt, in Verbin- 
dung mit («.): 

Der Kürze halber ist 

ar, + + = AT,, atf-La.J-f-.rJ-f = X s 

gesetzt worden; übrigens ist W'(x) = D+ *Ex, = 2E, und 

die ganze Function von a*, welche rechts in (/!) hinzutritt, und die ich mit p 
bezeichne, kann daher auch wie folgt ausgedrückt werden : 

Q = (D+*Bx){X l -nx) + '2E(X 2 —2X l x+nx i ) 

Von der andern Seile folgt auch aus logP = -2"Iog(ar — tf,,), wenn 
man nach x differenziirt und y als constant ansiehr, 

d\ogP ^ 1 a'logP _ y. 1 

dar x — Xf, ' 3x* (j--x u )* 

Werden nun die Werthe dieser Summen rechts in (/".) eingesetzt, so kommt 
endlich 

welcher Gleichung also jedes algebraische Integral P der (1.) genügt. 

Diese partielle DifTerenzialgleichung für P, welche sich noch auf die 
elegante Form bringen Ififst: 

^ } ✓(»(r))a-K(»(y))fl'ogP1 

. 9 f* (x)) 3 logP1 «») , 

zerlegt sich, sobald die Zusammensetzung von P in Bezug auf den Variabein y 
festgestellt wird, in eine Reihe von totalen Differenzialgleichungen für die CoeT- 
ficienten, welche Functionen von x sind, indem man die Differenziation nach y 
ausführen kann. Es werden hierdurch alle diese Functionen von x vollkommen 
bestimmt, bis auf gewisse Constanten, welche durch die von x unabhängigen 
und nur von y abhängenden Gröfsen X, und X^ in die Rechnung kommen. — 
Die Differenzialgleichungeu, welche Jacobi im 4ten Bande des Creüeschen 
Journals Seite 376 gegeben hat, sind als specielle Fülle hierunter begriffen. — 
Die Gleichung (y.) Ififst sich leichter handhaben und prägt sich besser dem 
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Gedächtnisse ein, wenn man v ^ y) ^ = ©«, ^^ = 6/ setzt und ihr die 
Form giebt: 

oder symbolisch : 

[ii'-^logl» = Jl^X, -**)-} -Ä(AT a -«*')•). 
Es sei, um das einfachste Beispiel zu nehmen, wiederum P*=U—Vy, 
wo f r , V ganze Functionen von a? vom nten, resp. n— lten Grade sind und 
in U die höchste Potenz x" die Einheit zum Coefficienten bat. Die linke Seite 
von (A.) wird 

und wenn man durch l ', V die Ableitungen von U, V nach / bezeichnet, 
welche sich leicht in solche nach x umsetzen lassen, so wird 
ÖHogP (V'-V'rY , V"-V r 

dt* = -\V-Vy)* + tf-f r ' . 

Ferner ist offenbar 

DXi-\ lEXt von der Form a-\ by-\-cy\ 
wo a, 6, c Constanten sind, denn da 

P Ä ^ + (^-* 1 y)«- l + (^-* l y)a^ a -|-.... 
gesetzt werden kann, so wird 

X, = — «i -f *i r » = ("i — *i>") 3 — '** («a — *\ r)- 

Die Gleichung (A.) liefert demnach, wenn man die Nenner fortschafft: 

* V ()•) + V' (y) V<V- Vy) + (« + *y + Dnx-'2Enx>){ V- Vyf 
= ->(V- V'yy - '2(U- Vy)(U"- V"y). 

Da diese Gleichung unabhängig von dem Werthe von y bestehen mufs, so 

*) Wenn man symbolisch für eine Function W von mehreren Variabein f, u, v, 

die partiellen Differentfalquolienten durch [t] W, |«<] W, [t j FT, etc. bezeichnet, das, was 

sonst durch ^^„7 W ausgedrückt wird, durch [/*«'.. . .] W, [f] Wj- [u] W durch 

1*+m] ?r bezeichnet, so ist [tu] IV = [m/] ff, Lr][f< + ?] W^ftu + tv] W, d. h die 
Ordnung der Dinerenzrationen ist gleichgültig, und wenn man W sowohl nach u, als 
nach c differenziirt und die Summe der DüTerenzialquotienten nach f , so kommt dasselbe 
als wenn man [im] Wund [( c] W addirt; es gelten deshalb von solchen symbolischen 
Ausdrücken all« algebraische* Umformungen, z. B. der binomische Satz b. dergl., und 
man kann mit denselben wie mit wirklichen Grüben rechnen. Gbh/% hat neuerdings s«Jir 
schöne Anwendungen von diesem Principe gemacht, doch ist leider seine Bezr 
weise schwer verständlich. 
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verfällt sie, wenn man für y(y) und v'(y) »bre Werthe 

setzt, nach Potenzen von y ordnet und die Coefficienten gleicher Potenzen von 
y vergleicht, in 5 Gleichungen, von denen zwei, welche die Coefficienten 
von y 3 und y* ergeben, nur zeigen, dafs * = c — '2Q ist, während die 
übrigen drei totale Differenzialgleichungen zur Bestimmung von U und V sind, 
nämlich die folgenden: 

W+toUV+yW = 2((J"-UU"), 
(*.) 8^12(5-^)^1^ = '2(—'iU'V'-\-l T V" f FF"), 
yV + KUV^ZU* = ^(F"- FF"), 

i 

wo y=a — Dnx—2Enx 7 ist. Wenn man diese drei Gleichungen addirt, 
nachdem man die erste mit \ V\ die zweite mit \UV, die dritte mit \V l mul- 
tiplicirt hat, so gelangt man zu der folgenden: 

welche nichts anders ist, als die Gleichung (1.); die Gleichung (1 .) ist also eine 
unmittelbare Folge der drei obigen Differenzialgleichungen; es ist aber vortheil- 
hafler, die drei obigen Gleichungen zu benutzen, als zwei derselben in Ver- 
bindung mit (1.)- Wenn © und Z>, so wie B und D Null sind, so erhalt 
man aus der ersten und dritten der obigen die von Jacobi aufgestellten Diffe- 
renzialgleichungen ; die zweite wird in diesem Falle besonders einfach, da sich 
ihre linke Seile auf das eine Glied *>(<£ — y)UV reducirt. 

"Betrachten wir noch den Fall, welcher der Einfachheil nach auf den 
eben behandelten folgt, und bei welchem P in Bezug auf y auf den zweiten 
Grad steigt. Es sei also 

P = F-j-Fy-f wy. 

Dafs Integrale von dieser Form exisliren , lehrt z. B. die Form , in welcher 
Euler zuerst das Summations- oder Additions- Theorem aufgestellt hat. Die 
linke Seite von (/< ) wird 

= v(r)(£ — p)+iv , (r)jl 
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ferner wird, wenn man wieder die Ableitungen nach / durch oben angehängte 

Slricbe bezeichnet, 

und endlich wird £ DX t -f 1?AT 2 eine ganze Function von v mit constanten 
Coefficienten, die mit r, bezeichnet sei und welche scheinbar bis auf den vierten 
Grad steigt; denn P nach fallenden Potenzen von x geordnet nimmt die Form 

P = x" -\-ptX*- 1 j-// 2 x"- J -] 

an , wo pi , pi , — in Bezug auf y vom zweiten Grade sind, während AT, = — /», , 
Äj = //,* — 2/» 2 , also X 2 vom vierten Grade ist; es wird sich aber sogleich 
zeigen, dafs p t nur vom ersten Grade und Af 2 , also auch nur vom zweiten 
Grade sein kann, d. b. dafs W in Bezug auf x nur vom n — 2ten Grade sein 
kann, während V vom n— llen Grade ist. Entwickelt man auf diese Weise 
die (/*.) und schafft auf beiden Seiten den Nenner P 1 weg, so erhält man 
eine Gleichung, die für jeden Werth von y gilt, und in welcher nur das ein- 
zige Glied P 2 ^ möglicherweise von höherem Grade als dem 6ten in Bezug 
auf}* sein könnte, während alle Qbrigen Glieder nur vom 6ten Grade sind; 
es müssen sich also in diesem einen Gliede alle höheren Potenzen von y ver- 
nichten , und da P 7 vom vierten Grade ist, weil W von Null verschieden an- 
genommen wird, so kann i] nur höchstens vom zweiten, darf also nicht vom 
vierten Grade sein, und es mufs demnach auch p t vom ersten Grade, und W 
in Bezug auf x vom n — '^len Grade sein. Die gefundene Gleichung endlich, 
nach y geordnet und zerfället, liefert sieben einzelne Gleichungen; nämlich zwei 
Gleichungen zur Bestimmung zweier der drei Constanten in 17, während die 
dritte unbestimmt bleibt, und zur Bestimmung der drei Functionen U, V, W 
fünf totale Differenzialgleichungen , welche ich, um Weitläufigkeit zu vermeiden, 
nicht hinschreibe. 

Man kann die hauptsächlichen Momente der Schlufsfolgen, welche zu 
der Fundamentalgleichung (A.) führen, noch übersichtlicher darstellen. Das 
Gelingen des Verfahrens beruht hauptsächlich darauf, dafs, wenn 

gesetzt wird, wo ylx) irgend eine ganze Function von x ist, dann 

folgt, wo r eine ganze Function 1 von x und f ist, deren Grad in Bezug auf 
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jeden einzelnen der beiden Variabein am zwei Einheiten niedriger ist, als der 
ergiebt sich -gjr — W(*)t ^7? = iy'(l) und, wenn /i = x — f gesetzt wird, 

= -*&-(!*)'+*■'. - 

oder, was dasselbe ist, 

Wird nun eine Differentialgleichung von folgender Form: 

vorgelegt, und betrachtet man y als Function von «, von der Art, dafs ^ = ~^ 
ist, so hat man 

dz = 5«, 

folglich wird die vorhin abgeleitete Formel: 

Im Fall ein algebraisches Integral P—O der vorgelegten Differentialgleichung 
exisUrt, wo man P als eine ganze Function von x und y annehmen kann, 
die fftr x = £ verschwindet, wird \ogP—2\o%(x — $), wenn die Summation 
sich Aber alle Wurzeln § der Gleichung P = 0 ausdehnt, mithin erhalt man 

.2> als symmetrische ganze Function aller £ und aufserdcm als ganze Function 
von x, deren Grad oben angegeben, wird einer ganzen Function von x und y 
gleich, deren Grad in Bezug auf y dem von P gleichkommt, und in Bezug 
auf x um zwei Einheiten niedriger ist, als der von y(x). Der eben gefun- 
denen Formel 

22 
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genügt also jedes algebraische Integral P = 0 der 



dx 



V<p(x) 



= f(y)dy> 



und es ist in dieser Formel P eine (nach x ganze) Function der in ihr als 
unabhängig zu betrachtenden Variabein x und y; der Coefficient der höchsten 
Potenz von x in P ist = 1 und x resp. y sind Functionen von / resp. u, 
deren Abhängigkeit durch die Gleichungen 

dl - > ¥(x) ' B7i-W) 

bestimmt wird. 

Im Februar 1846. 
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4. 

Notiz über Partialbrüche. 



s sei 12 eine ganze Function von x vom nten Grade, deren höchstes Glied x" 
die Einheit zum Coöfficienten hat, während die übrigen Coef6cienten als 
Functionen von y angenommen werden. Bezeichnen *„ ar 2 , .... x n die 
n Wurzeln der Gleichung 

.12 = 0, 

welche als eben so viele Functionen von y 'zu betrachten sind, so hat man 
für jeden Werth von x und y identisch: 

12 = /7(x-*„), log!2 = ^log(*-*„), 

folglich, wenn man anf beiden Seiten nach y differenziirt, wobei x als con- 
stant anzusehen ist, 

dx 

Der DiiFerenzialquotient -3— kann vermöge der Gleichung 12 = 0 ausgedrückt 
werden, denn diese giebt für x = a? A ,, 

(£) 



nach der Bezeichnung von Lagrange; die Gleichung (1.) wird hiernach 

wo rechts in -j^- nach geschehener Differenzialion x = x fl zu setzen ist. Irf 
dem specietlen Falle, wenn 12 die Form 

12= Ü+Vy 

hat, wo V, V ganze Functionen von x vom nten resp. n— lten Grade mit 

22 • 
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constanten Coefficienten sind, wird 

£2, = (4p) = V und £2' = 17' -{- V'yt 

demnach giebt die (2.) in diesem Falle 

y v i 

C 3 ) ITA. V„ = S \ 



wo rechts in y nach geschehener Differenziation x ~ x H zu setzen ist 

So lange y allgemein bleibt, sind die Wurzeln der Gleichung £1 = 0 
alle verschieden, und 12' kann nicht für x = x fl verschwinden; sind nun auch 
die Wurzeln der Gleichung V = 0 alle verschieden, so kann man in (3.) 
geradezu y — O setzen und erhält 

(4.) TT WT^T^ 

y 

WO Xj , JT 2 , .... die Wurzeln der Gleichung # = 0 sind, und in jp- nach 
geschehener Differenziation x««?, zu setzen ist. Dies ist die bekannte Zer- 
fällung in Partialbrüche. Wenn man fortfahrt, die Gleichung (1.) nach y zu 
differenziiren , und die Werthe von 

d*Xu d*x» . 

aus der Gleichung 12 = 0 bestimmt, so erhält man auf dieselbe Weise die 
Zerfällung von -^5-, u. s. w. Z. B. eine einmalige Differenziation der 

Gleichung (1.) giebt 

Q*\$yJ ß dy* ^\by'(x— J»* ' dy* x-, 
nun ist für x = x M 

V^/ ~~ ß" ' ß'* 

— ß"ß„-f fl f (2fl',g- ß, ß") 

7y» ♦ 

welche Werthe rechls eingesetzt werden müssen; wenn £2= U-\- Vy ist, so 
bat man i2,= V, I2„ = 0, also kommt 

F» F* 1 , ^ FW'ß'-F'ß") j 
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und für >' = 0 



Yl slL 1 ■ F(2 V V — VU n ) 1 
I/* — V* '(x— j>)» + -* (/»• ' jr— X/1 ' 

wo rechte in und — : ^ x = x fl zu setzen ist; und so weiter 

fort. Bei der bekannten Ableitung des Falles, wenn gleiche Wurzeln vor- 
kommen, durch Differenzüren nach diesen Wurzeln, verweile ich nicht; man 
vergleiche hierüber Jacob?* „Analytische Untersuchungen Ober Partialbrüche. 
Berlin bei Herbig 1825." 

Die Summe der Wurzeln ar n ar,, x, ist gleich dem negativen 

Coefficienten von in 42, also, wenn man diesen Coefficienten durch k 
bezeichnet, 

= —k und - = — $f 

In dem Falle Q=U-\-Vy wird == dem Coeificienten der höchsten Potenz 
von V, wahrend 



dx M - V 



ist; so dafs also 



man in der Summe statt x alle Wurzeln der Gleichung 42 = 0 setzt, 
dem Coefficienten von a?- 1 in F gleich wird. Lafst man demnach F mit 
anfangen und setzt y = 0, so wird 

^(jr = «> 

in der Summe statt x alle Wurzeln der Gleichung 17= 0 gesetzt wer- 
den: und hierin sind die speciellen Formeln enthalten: 

— l/r = ü i -^Tjr^ 0 » ^(7r = 0, ^-^j-=ü, ^-^=1, 

welches bekanntlich ein sehr wichtiges und oft angewandtes System von Glei- 
chungen ist. Jacobi sagt darüber: „E theorematis, quae in elementis algebraicis 
traduntur, vix exstat aliud magis utile in quaestionibus maxime diversis." (Creltes 
Journal 14. Band Seite 281.) 

Es seien z. B. die Wurzeln der Gleichung 17=0 die n aufeinander- 
folgenden ganzen Zahlen 1, ~>, 3, .... n, so dafs 

=(*-!)(*— — 3).... 
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dann wird V für a? = ju, 

= (A*-l)(M-a)....0»-(f*-l))O-0» + l»....(^-ii) 
= (— l)"-"1.2.3.--.(ju-l)X l-2-3--..(n— /*) 

wenn den ^ulen Rnomialcoefficienten für den Exponenten » bezeichnet; die 
obigen Formeln geben hiernach 

^(-iyfi^- = (-I)"n/, 

welche Formeln man gewöhnlich aus der DüTerenzenrechnung abzuleiten pflegt. 
Aus der letzten dieser Formeln 

hat bekanntlich Lag ränge den IFifoonschen Satz bewiesen. Ist nämlich 
n-fl = ;» eine ungerade Primzahl, so hat man nach dem Fermatschen Sati 
iw" = 1 (mod. /?), also 

*/ = JS"(— lyn^ (mod./>). aber 
^•(— ly*«^ = (1— ty — i = —1, folgüch 

n! = — 1 (mod./>)> d. h. (;>— 1)! = — l (mod.j»). 
Man erhält ähnliche Formeln, wenn man zu Wurzeln der Gleichung V =0 
die aufeinanderfolgenden Quadratzahlen und dergl. annimmt. 

Im Februar 1846. 
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Theorema. 



.1 » i 
— — - 



Invenit Vir Clarissimus Gauss aequalitatem inier duas expre9siones abslrusio- 



Non minus memorabitis videatur ejasdem seriei evolatio sequens 
l-j-ar-f^-f + x ,ü -f elc == 



jr 1 — J 



jf* — x 1 



r-» r-4 

1-; 



1— elc. 



vel haec 



1—z 
a : 



1 — 2* 

Z* 



— etc. 



quarum altera ad valores ipsius x, qui sint minores quam 1, altera ad valores 
ipsius z t qui sint majores quam 1, restringi debet. Leges barum formularum 
sunt obviae. — Adjicere liceat formulam generaliorem : 



— 176 - 



(l_.r)(l— p x)(t—p i x).... in inf. _ _1 

( i-y) (t— py)d— p*r) in inf. 1 1 x—y 

i-pi 



py—x 



rp r 1— etc. 

Quae formula valet conditionibus : 

N(p) < 1 , N(y) < 1 , sive etiam conditionibus bis: 
A T (p)>l, N(x)<N(p). 
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Neue Theoreme der höheren Arithmetik. 

4 



.Angeregt durch die gewichtigen Worte in No. 266. von Gaufs „Disquisi- 
üones Arilhmeticae," unternahm ich vor längerer Zeit eine ausführliche Unter- 
suchung der quadratischen Formen mit mehreren Variabein; die Früchte meiner 
Forschungen in diesem groben Felde zu publiciren bin ich bis jetzt theils 
durch andere Arbeiten, theils durch den Wunsch nach gröberer Vereinfachung 
der Theorieen abgehalten worden. Ehe ich daher an die Herausgabe einer 
umfangreichen Abhandlung Ober diesen Gegenstand gehe, glaube ich den Freun- 
den der Zahlentheorie vielleicht keinen unangenehmen Dienst zu erweisen, 
wenn ich ihnen einstweilen einige neue Satze miltheile, welche sich haupt- 
sächlich auf positive ternflre quadratische Formen beziehen. 

Die Grundzuge zn einer Theorie der ternären Formen, weiche später 
von Seeber in einem besondern Werke weiter verfolgt worden sind, finden sich 
in Disq. Arithm. in der zweiten Hälfte der fünften Section von No. 266. an. 
Es ist sehr wahrscheinlich, dafs Gaufs seine Untersuchungen viel weiter aus- 
geführt bat, als er am angeführten Orte sehen lafst; indessen führt er nns dort 
die ternaren Formen nicht um ihrer selbst willen vor, sondern nur in einer 
Digression und als HülfsmiUel für die Theorie der binären Formen, um diese 
letztern durch jene näher zu beleuchten. — Die Nomenclatur, welcher sich Seeber 
in seinem Werke bedient, weicht in einigen Puncten von der Gaufsischen 
ab ; ich werde hier bei derjenigen bleiben, welche Gaufs eingeführt hat. Hier- 
nach ist eine ternfire quadratische Form oder schlechthin eine ternire Form 
ein Ausdruck von folgender Gestalt: 

«x l + a'x n +o"x m -\-2bx'x"+ 2b' xx" \2b" xx< = f, 
in welchem die Coeffioienten a, a' t a", b, b', b" gegebene, die Gröfsen x, x\ x" 
unbestimmte oder variable ganze Zahlen vorstellen. Die Form 

Ax i +A'x n +A"x>»+2Bx'x"+2B'xx"-\- 2B"xx> = F, 
in welcher 

A= P-Ja", A'= b n -aa", A" = b m -aal, 
B = ab-b'b", B'=4b'-bb", B" = a"b"-bV 

23 
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ist, nennt Gaufs die zugeordnete Form der Form/". Die Determinante der 
Form f ist die Coefficientenverbindung 

a V+ a 'b n -\-a"b' n -oa'a" ~2bb>b" = D; 
sie ist zugleich die negative Determinante des linearen Systems 

{«, b'\ 

»'> *; * , 

welches ich das Formensystem der Form f nenne; das umgekehrte System des 
Formensyslems mit der Determinante des letztern, d. h. mit —D, multiptfoirt, 
liefert das Formensystem der zugeordneten Form; die Determinante der zuge- 
ordneten Form ist = D 7 , und die zugeordnete von der zugeordneten =Df, 
d. h. sie geht ans f hervor, wenn man alle sechs Coefficienten mit D multt- 
plioirt. Wenn f durch eine lineare Substitution 

ft, ff, 

y> y'> f , 

deren Coefficienten ganze Zahlen und deren Determinante =-f 1 ist, in eine 
andere ternäre Form f übergeht, wodurch zugleich der Rückweg von f zu f 
durch das umgekehrte System des Systems 8, welches ebenfalls ganze Coef- 
ficienten hat, gegeben ist, so heifsen die beiden Formen f und f äquivalent. 
Ihre zugeordneten Formen F und F' sind dann ebenfalls Äquivalent und man 
erhält die Substitution von F in F', wenn man das System S umkehrt und 
dann transponirt, d. h. die Verticalreihen zu Horizontalretben und die Hori- 
zontalreihen zu Verticalreihen macht. Äquivalente Formen haben dieselbe Deter- 
minante, denn das Formensystem von f wird erhalten, wenn man das trans- 
ponirte System des Systems S, das Formensystem von f und das System S 
selbst in der genannten Reihenfolge mit einander zu einem neuen Systeme 
zusammensetzt. Zu diesen algebraischen Beziehungen ist noch hinzuzufügen, 
dafs für äquivalente Formen derselbe gröfste gemeinschaftliche Theiler der 
Coefficienten der Formensysteme Statt findet. Alle unter einander Äquivalenten 
Formen werden jedesmal in eine Ciasse zusammengefaßt ; alle Formen einer 
Ciasso haben dieselbe Determinante; aber dieser Satz gilt nicht umgekehrt, 
sondern zo Jeder Determinante gehört eine gewisse Anzahl Hassen ternörer 
Formen, welche, wie Gaufs bewiesen bat, immer endlich ist. Dieses letztere 
Resultat gilt übrigens, um es beiläufig zu sagen, allgemein, und wenn man 
den Begriff des Formensyslems, der Determinante und der Äquivalenz auf 
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Formen mit n Variabein erweitert, so gehört für quadratische Formen mit 
n Variabein *u jeder Determinante eine endliche Anzahl Classen. 

Die Einteilung der ternaren Formen in bestimmte und unbestimmte 

und die der erstem in positive und m j^j 1 1 \ e ist nicht suf jjnnzc W ertiie der 
Coefficienten und der Varinbeln beschränkt. In der Tbnt lüfst sich jede ler- 
näre Form mit reellen Coefficienten und reellen Varinbeln durch eine lineare 
Subslilulion mit reellen Coefficienten in eine Form transformiren, wie 

in welcher f, c', e" den Werth + l haben. Sind nun f, * t" alle — -\- 1 , su 
ist die Form, von welcher man ausging, eine positive; sind t, t, e" alle drei 
= — 1, so ist sie eine negalive; in den sechs übrigen Fällen ist sie eine 
unbestimmte Form. Diese Betrachtung gilt ebenfalls allgemein; nämlich jede 
quadratische Form mit n reellen Variabein und reellen Coefficienten kann durch 
eine reelle Substitution in ein Aggregat von n Quadraten transformirl werden, 
welche entweder durch + oder durch - verbunden sind; sind nun hier alle 
n Quadrate mit -f oder alle n mit - behaftet, so ist die Form eine bestimmte, 
im ersten Fall eine positive, im zweiten eine negative; finden dagegen Zei- 
chenwechsel &tött^ so ist sie eino unbestimmte I* orm und moii Komi für letztere 
noch Unter- Abtheilungen nach der Anzahl der Zeichenwcchsel machen; jede 
unbestimmte Form kann man übrigens auf diese Art in ein Aggregat von 
bestimmten Formen verwandeln, deren Anzahl bei ternären Formen immer 
= 2 ist. Durch Betrachtung der positiven Formen sind zugleich die negativen 
erledigt, welche aus jenen hervorgehen, wenn man alle Coefficienten mit — 1 
mulliplicirt. Characleristische Eigenschaften der positiven Formen sind (aufser- 
dem dafs sie für alle reellen Werthe der Variabein keine negativen Werlhe 
annehmen können): dafs alle reellen Werthe der Variabein, für welche eine 
positive Form einen und denselben Werth annimmt, zwischen ganz bestimmten 
Grenzen eingeschlossen sind, und dafs sie den Werth Null nur dann erhalten 
können, wenn sämmlliche Variabein = 0 gesetzt werden. 

Wenn man in das Substitulionssystera Ä für die Coefficienten a, a' etc. 
alle möglichen ganzen Werlhe successive einführt, welche die Determinante 
des Systems =-f 1 machen, und der Reihe nach alle daraus hervorgehenden 
Transformationen auf eine gegebene Form f anwendet, so wird man nicht 
stets lauter verschiedene Formen erhalten, sondern die Form f wird wieder- 
kommen, und es werden überhaupt Formen wieder erscheinen, welche schon 
einmal da waren: man erhall durch diese Operation alle Formen der Classe K 

23» 
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der Form f, aber jede nicht einmal, sondern mehrmals; ja selbst unendlich oft 
Wenn irgend eine dieser Formen nur eine endliche Anzahl mal erscheint, 
was bei positiven (negativen) Formen Statt findet, so erscheint jede andere 
Form derselben Ciasse eben so oft, nämlich so oft, als sich jede Form dieser 
Classe in sich selbst transformiren laTst; es sei d mal. Nimmt man nun eine 
Form irgend einer andern Classe K' und wendet anf sie ebenfalls alle mög- 
lichen Substitutionen £ an, so erhalt man jede Form dieser Classe & mal, 
wenn <f die Anzahl der Arten bezeichnet, auf welche sich jede Form der 
Classe K' in sich selbst oder in jede andere Form derselben Classe transfor- 
miren Ififst. Die Substitutionen «S sind für beide Classen dieselben, dagegen 
entspricht in der Classe £ je <? Substitutionen nur eine einzige Form, wäh- 
rend in der Classe K' je <P Substitutionen nur eine Form entspricht. Obgleich 
daher jede Classe in der Thal unendlich viele Formen enthält, so kann man 
doch, wenn <? und o*' verschieden sind, nicht mit Recht sagen , dafs die Classe K 
ebenso viele Formen enthielte, als die Classe K'; im Gegentheil kann man 
behaupten, dafs die Formen -Anzahlen dieser beiden Classen im reeiproken 
Verhältnifs der beiden Zahlen o* und <T stehen und dafs der reeiproke Werth 
von 3 das wahre Maafa für die Totalität der Formen einer Classe, gewisser- 
maßen für die Dichtigkeit der Classe sei. Man thot daher Unrecht, wenn 
man bei der Vergleichung oder Zusammenstellung mehrerer Classen, jede Classe 
als eine Einheit zahlt, weil, um mich so auszudrücken, nicht jede Classe gleiche 
Berechtigung Bat; man mufs vielmehr jede Classe nach ihrem Maafse -j zählen. 
Durch die Einführung dieses neuen Begriffs des Maafses der Classen, wird 
die ganze Theorie der ternären und die aller übrigen quadratischen Formen 
nufserordeullich vereinfacht und, wie ich zu glauben wage, verschönert, wäh- 
rend ohne denselben kaum irgendwie vorwärts zu kommen wäre. Bei den 
binären Formen haben alle Classen dasselbe Maafs, gleiche Dichtigkeit; we- 
nigstens gilt dies für alle Classen derselben Ordnung und mit wenigen Aus- 
nahmen auch für die Vergleichung von Classen aus verschiedenen Ordnungen *); 
daher kommt es, dafs man bei den binären Formen die Maafse der Classen 
ganz vernachlässigen und jede Classe als Einheil zählen kann, denn der Begriff 
des Maafses ist nichts Absolutes, sondern hat nur relativen Sinn bei der Ver- 
gleichung der Classen unter einander, und man kann stall der Gröfsc auch -j 

*) Diese Ausnahmefalle finden Statt, wenn die Determinante ein Quadrat, oder das 
Dreifache eines Quadrats ist. Vergl. Disq. Arithm. No. 179. 
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für das Maafs dar (Massen nehmen, wenn e eine Constante vorstellt, welche 
für alle Classen dieselbe bleibt. 

Unter dem Maafse des Complexes mehrerer Classen verstehe ich die 
Summe der Maafse aller diesen Complex constituirenden Classen: s. B. nnler 
dem Maafse aller Classen, welche zu derselben Determinante gehören, die 
Summe der Maafse aller dieser Classen; anter dem Maafse einer Ordnung, 
eines Genus, die Summe der Maafse aller Classen, welche diese Ordnung , rosp. 
dieses Genus ausmachen. Das Hauptproblem , welches ich mir nun bei meinen 
Untersuchungen gestellt habe, ist, um es gleich von vorn herein zu sagen, die 
Erforschung des Maafses der Gesammtheit der Classen, welche zu einer Deter- 
minante gehören, und es ist mir gelungen, dieses Maafs für alle Determinanten 
durch allgemeine Formeln auszudrücken. Will man, was vielleicht manchem 
Leser bequemer erscheint, die Gröfse, welche ich bestimmt habe, unabhängig 
von dem neuen Begriffe des Maafses der Classen definiren, so mnfs man sagen, 
sie werde erhallen, wenn man ein System nichtäquivalenter ternfirer Formen 
f, f, f", ele. für eine gegebene Determinante D aufstellt, zu jeder dieser 
Formen die Anzahl ihrer Transformationen <f, ff, ff', in sich selbst be- 
rechnet und die Summe der redproken Werthe dieser Anzahlen, also die Summe 

III 

T + T + ä* + elc ' 

nimmt. Da es mir in dieser Notiz nicht auf Erschöpfung des Gegenstandes 
ankommt, so will ich annehmen, die Determinante sei ungerade; dadurch ver- 
meide ich die Eintheilung der Formen in eigentliche und uneigentliche, welche 
nur für gerade Determinanten Statt findet. Ehe ich jedoch zu der Darstellung 
der Theoreme übergehe, welche den Hauptgegenstand dieser Note bilden, mufs 
ich zuvor die Zusammenfassung der zu derselben Determinante gehörigen Clas- 
sen in Ordnungen vortragen. 

Eintheilung in Ordnungen. 

Das Princip, auf welchem die Eintheilung in Ordnungen bei den ter- 
naren Formen beruht, ist wesentlich verschieden von demjenigen bei den binä- 
ren Formen. Wenn man nur solche Formen betrachtet, deren Coefficienten 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, was wir von jetzt ab durchweg thun 
wollen, so fallt die Eintheilung in Ordnungen bei den binären Formen ganz 
weg, und es bleibt nur die Unterscheidung der eigentlichen Formen von den 
uneigenüichen (Disq. Arithm. No. 226, 227). Bei den ternfiren Formen bleibt 
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in Ordnungen und beruht hier auf einem ganz neuen Eintheilungsgrunde. Wenn 
die Coöfficienten einer ternären Form f ohne gemeinschaftlichen Theiler an- 
genommen werden, 80 können immer noch die Coefficienten ihrer zugeordneten 
Form F einen gemeinschaftlichen Theiler haben, welcher auf keine Art ent- 
fernt werden kann ; es sei £2 der gröfsle (positive) gemeinschaftliche Theiler 
der Coöfficienten der Form F, so bleibt £2 für alle Formen f einer Glesse 
derselbe, da ja die zugeordneten Formen Äquivalenter Formen ebenfalls äqui- 
valent sind und deshalb denselben gröfsten gemeinschaftlichen Theiler ihrer 
Coefficienten haben; jeder Classe entspricht also ein ganz bestimmter Werth 
von il, den ich, um abzukürzen, den zugeordneten Factor dieser Classe nennen 
will; and man wird alleClassen, welchen derselbe Factor, d. h. derselbe gröfste 
gemeinschaftliche Theiler der Coöfficienten der zugeordneten Formen entspricht, 
in eine Ordnung zusammenfassen können, so dafs sich dann alle zu derselben 
Determinante D gehörigen Classen nach den verschiedenen W r «rthen, welche 
der zugeordnete Factor £2 erhalten kann, in eine Anzahl von Ordnungen zer- 
legen lassen. Sehen wir, welche Werthe dieser zugeordnete Factor fOr eine 
gegebene ungerade Determinante D annehmen kann. Da es sich hier nur um 
positive Formen handelt, so ist F negativ. Man setze F= — i2g, so wird g 
eine positive und primitive Form. Die zugeordnete Form von — 42g ist gleich 
dem Producte aus 42* und der zugeordneten von g; andrerseits ist die zuge- 
ordnete von F gleich Df, und da f primitiv angenommen worden ist, so mufs 
£2* in D aufgehen ; £2* mufs also quadratischer Theiler von D sein : wenn also 
D keine quadratischen Theiler hat, so exislirt nur eine Ordnung, nämlich die 
Ordnung 12 = 1. Es sei im Allgemeinen, da D negativ ist, 

D = -£2 2 J: 

dann ist offenbar die zugeordnete von g gleich — Jf, deren Coefficienten den 
gröfsten gemeinschaftlichen Theiler 4 haben, und die Determinante von g ist 
— J l £2 i so dafs einerseits die Zahlen £2 und 4 , andrerseits die Formen f 
und g in Reciprocitit zu einander stehen. Die Wurzeln aller quadratischen 
Theiler von D können also Wertbe von £2 sein; aber es folgt daraus noch 
nicht, dafs für alle diese Werthe von £2 wirklich Ordnungen existiron; die 
Wahrheit dieses Satzes, dafs jedem jener Werthe von £2 eine Ordnung ent- 
spricht, folgt erst daraus, dafs ich das Maafs für alle Ordnungen erforscht und 
dasselbe niemals gleich Null gefunden habe. 
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Wenn nun zunächst D ein Product aas lauter ungleichen Primzahlen 
und = — J ist, so existirt für eine solche Determinante nnr eine einzige Ord- 
nung und deren Maafs ist 

Man kann dies Resultat auch in folgender Art aosspreoken: 

„Wenn J ein positives Product ans lauter ungleichen Primfactoren ist, 
und man sucht für alle nichtäquivalenten positiven ternfiren Formen mit der 
Determinante — J die Anzahl ihrer Transformationen in sich selbst, so ist die 
zwölffache Summe der reciproken Werthe dieser Transformationszahlen, um £ 
vermehrt, gleich d. h. gleich der negativen Determinante." 

Die Inducüon an einigen Beispielen wird dies deutlicher machen. Für 
die Determinante — 1 giebt es nur die eine Form \ y* -f deren Trans- 
formationszahl 24 betragt, und es ist ±f-J-± == 1. Für die Determinante —3 

exisliren die beiden Formen (o'o'o) und (i]o,o) nül den Transformations- 
Anzahlen o* = 8, 6*' = 12, und es ist in der That 

«(*+*>+* = 3; 

während für die Determinante — 5 die Transformalions- Anzahlen 8 resp. 4 

der beiden Formen (J|^o) und (iA<))' * 2 (i + i) + ± = 5 ergeben. Zur 
Determinante —7 gehören drei Classen, welche durch die einfachsten Formen 
(!;m)> (?;?;?) werden können; die erste lafst sich 

8mal, die zweite 4mal, die dritte 6mal in sich selbst transformiren und es 
ist 12(i + i + +) + i = 12^ti) + i = 7. 

Im Allgemeinen habe ich aber zur Bestimmung des Maafses für alle 
Ordnungen folgendes Theorem gefunden, welches das obige als speziellen Fall 
einschliefst. 

Theorem. 

„Es sei D=— £1*4 irgend eine negative ungerade Determinante, 
aus welcher irgend ein quadratischer Thexler S2 7 herausgezogen ist. Be- 
zeichnet Ii den größten gemeinschaftlichen T keil er von £2 und J, und 
r, r 1 , r", etc. die verschiedenen Primfacioren von R f so ist das Maafs 3Ji 
derjenigen Ordnung positiver lerndrer Formen ßr die Determinante D, 
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welcher der Factor £1 zugeordnet ist, 

= ^(i-^Xi-^Xi--^)...., 

wenn R kein Quadrat ist; ist dagegen R ein Quadrat, so gilt fol- 
gende Formel: 

3» = j f $nj-Q)(i-±)(l-±)(i-±)...., 

wo Q das gröfste in £2J aufgehende Quadrat bedeutet." 

Wenn 42 und J relalive Primzahlen zu einander sind, so ist Ä = i 
zu nehmen, und dann hat man 9Ä = ,"*(242^ — Q); denn Ä = l ist ein 
Quadrat und es gilt also der zweite Fall. 

Beispie!. Für die Determinante —9 exisliren zwei Ordnungen, da 9 
die beiden quadratischen Theiler 1 und 3* enthält. Die erste Ordnung, welcher 
der Factor 1 zugeordnet ist, d. h. für welche 12=1, J = 9 ist, enthalt zwei 
Glessen, welche durch die Formen 

\Q,0,0j una U,0,(V 

repräsentirt werden können; ihre Transformalions -Anzahlen sind 8 resp. 4 

und ihre Maafse £ resp. |, also ist das Maafs dieser Ordnung — f. Um die 

Richtigkeit der Formel zu prüfen, hat man zu bedenken, dafs hierÄ=l ist, 

also der zweite Fall des Theorems gilt, und dafs Q = 9 ist, weil SU = 9 

das gröfste Quadrat 9 enthält; die Formel giebt demnach 2» = ^(2-9 — 9) 

= = | ; was mit der Beobachtung stimmt. — Die zweite Ordnung, welcher 

o = 3, /t=\ entspricht, enthält die beiden Formen 

/M,3\ . /2,2,3\ 
Vo,o,o; und ^0,0, 1> 
<J = 8 <J = 12 

ihr Maafs beträgt i4"i l i= = A« ' n Rücksicht auf die Formel gilt wieder der 
zweite Fall, weil 12 = 3 und J=i keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, 
also Ä = l ist; ferner ist 0 = 1, da 42</=3 keinen quadratischen Theiler 
hat, die Formel 3» = ^(2S2J — Q) giebt also 9» = A(2'3— 1) = ^; 
wie erforderlich. Es ist mir leider nicht möglich ein Beispiel beizubringen, 
welches sich auf den ersten Fall des Theorems bezöge, in welchem R kein 
Quadrat ist, denn die Tabelle von Seeber, aus welcher die Formen entnom- 
men sind*), obwohl sie bis 100 zu gehen scheint, geht doch in derThat nur 

*) Jedoch mit Übertragung aaf die Gau frische Bezeichnung. 



Digitized by Google 



— 185 — 

bis zur Determinante —25; dies entspringt aus der abweichenden Definition, 
welche Steher von einer Determinante gegeben hat; es wäre sehr zu wün- 
schen, dafs ein geschickter Reebner es unternähme die Seebersche Tabelle 
fortzusetzen. Die Transforroations- Anzahlen der Formen, deren reeiproke 
Werlhe dieMaafse der einzelnen Classen sind, finden sich natürlich nicht in der 
Seeberschen Tabelle; ich habe eine sehr einfache und expedüive Methode ge- 
funden, nach welcher ich diese Anzahlen berechne, ohne die Transformationen 
selbst zu kennen. — Obgleich es mir an einem beobachteten Beispiel für den 
ersten Fall des allgemeinen Theorems mangelt, so will ich doch , um das Theo- 
rem in ein helleres Licht zu setzen, ein Beispiel nach der Theorie berechnen, 
welches eine gröfsere Mannigfaltigkeit darbietet. Ich wfihle för die Determinante 

— 675 = — 25-27 diejenige Ordnung, welcher der Factor 3 zugeordnet ist; 
ich setze also, .12 = 3 und ^=75; hier ist Ä = 3, r=3, und das Theorem 

giebt 2» = A'3-75(l-i) = ^.3-75 f = ^==^, so dafs also y das 

Moafs derjenigen Ordnung für die Determinante — 675 ist, welcher der Factor 3 
zugeordnet ist. — Man zieht nus dem allgemeinen Theorem leicht die Folgerung, 
dafs diejenige Ordnung, welche znr Determinante —££A und zum Factor 12 
gehört, dasselbe Maafs hat, wie diejenige Ordnung, welcher zur Determinante 

— J*Q und zum Factor J gehört, was auch a priori evident ist, und wir 
sehen zugleich, dafs nicht sowohl die Zahl D, als vielmehr die Zahl Sld die 
eigentliche Bestimmungsgröfse für ternfire Formen bildet, und dafs letztere sehr 
passend statt ersterer als Determinante eingeführt werden könnte. 

Es existiren übrigens für gerade Determinanten ganz ähnliche Sülze, 
wenn man die eigentlichen und uneigentlichen Formen unterscheidet; wie schon 
weiter oben angedeutet worden ist. 

Eintheilung in Genera. 

Die Unter -AbtheUung der Ordnungen in Genera ist bei den ternaren 
Formen weit mannigfaltiger, als bei den binaren. Bei den letztern geschieht 
die Eintheilung nach den quadratischen Relationen, welche die durch die Formen 
darstellbaren Zahlen zu den verschiedenen Primtheilern der Determinante haben, 
und nach den quadratischen Relationen derselben zur Vier oder zur Acht, wenn 
diese Statt finden. Bei den ternaren Formen hat man nicht allein die quadra- 
tischen Relationen der Formen selbst, sondern auch diejenigen ihrer zugeord- 
neten Formen zu betrachten, wenn man eine vollständige und erschöpfende 

24 
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Einteilung in Genera erlangen will. Es sei D — —&J die (ungerade) Deter- 
minante einer gegebenen ternären Ordnung, welcher der Factor 12 zugeordnet 
ist. Die Einteilung dieser Ordnung in Genera beruht auf folgenden Principien. 

1. Zu jedem Primtheiler m von 12 sind die durch eine Form /"der 
Ordnung darstellbaren und nicht durch vo (heilbaren Zahlen entweder sämmtlich 
quadratische Reste, oder sämmtlich quadratische Nichtreste; ich schreibe der 

Form f im ersten Falle den Character /"9t w, (£)= 1, im zweiten Falle den 
Character fWu), (-£)= — 1 zu. Alle Formen der Ciasse, welche f enthält, 

haben mit f denselben Character, und dieser kann also auch der ganzen Gasse 
zugeschrieben werden. 

2. Wenn durch F=— S2$ die zugeordnete Form der Form f be- 
zeichnet wird, so ist $ primitiv und positiv, und die durch g darstellbaren 
und durch irgend einen Primtheiler d von J nicht theilbaren Zahlen sind zu 
diesem Primtheiler d entweder sämmtlich quadratische Reste, oder sämmtlich 
Nichtreste. Ich schreibe je nach diesen beiden Fällen der Form f die zuge- 
ordnete quadratische Relation oder den zugeordneten Character ftfRd, (J-)= 1, 

oder den zugeordneten Character %9ld, (-jjr)= — 1 au « 

3. Aufscr den Primfactoren von £1 existirt keine ungerade Primzahl, 
zu welcher f eine solche bestimmte quadratische Relation hätte, sondern in 
Bezug auf eine Primzahl, welche nicht in 12 aufgebt, als Modul, kann f so- 
wohl quadratische Reste, als auch Nichtreste darstellen; und aufser den in J 
aufgehenden Primfactoren, existirt keine ungerade Primzahl, zu welcher § eine 
bestimmte quadratische Relation hätte; in Bezug auf eine solche nicht in J 
aufgehende Primzahl können die durch % darstellbaren Zahlen ohne Unter- 
schied sowohl quadratische Reste, als auch Nichtreste sein. 

4. Keine ternäre Form mit ungerader Determinante stellt ausschliefslich 
Zahlen 4n-f-l oder ausschliefslich Zahlen 4n-f3 dar; um so weniger kann 
eine ternäre Form ausschliefslich Zahlen von einer der vier Formen 8n-f 1, 
8n-f 3, 8n-f 5, 8n-}-7 darstellen; auch kann sie nicht ausschliefslich Zahlen 
darstellen, zu welchen -f2 oder — 2 quadratischer Rest oder Nichtrest wäre. 

5. Jede ternäre Form in der Ordnung £2, J hat auf diese Weise zu 
allen Primtheilern von £i und nur zu diesen ihre bestimmten eigentümlichen, 
und zu allen Primtheilern von J und nur zu diesen ihre bestimmten zugeord- 
neten Charactere. Die Gesammlheit aller dieser eigenthOmlichen und aller die- 
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Charactere in Bezug auf die verschiedenen Primtheiler von 
£1 resp. 4 bUdel den vollständigen Ckaraeter der in Rede siehenden Form, so 
wie der sie enthaltenden Classe. Bezeichnet man demnach durch <o, w' t to", etc. 

die Primfactoren von £2, welche nicht in J aufgehen, durch d, d', d", 

die Primfactoren von J, welche nicht in £1 aufgehen, und durch r, r', r", .... 
die gemeinschaftlichen Factoren von i2 und J, so wird der vollständige Cha- 
raeler durch die Gesammtheit der Werthe folgender Symbole (Legendreschen 
Zeichen) gebildet: 

Co) 

( (f)' (§■)» (J*)' ("r)» (?•)' (^)» 

wo jedes to und jedes d einen, jedes r dagegen zwei Charactere entstehen läfsl. 

6. Die Gesammtheit aller Formen oder aller Gassen, welchen der- 
selbe vollständige Character entspricht, bildet ein Genns. Man erhalt alle 
vollständigen Charactere der verschiedenen Genera, wenn man jedem der 
Symbole in dem Schema (er.) seine beiden Werthe + 1 erlheilt und alle Com- 
binationen dieser Doppelwerthe bildet Die Anzahl dieser Combinationen , also 
die Anzahl der Genera ist eine Potenz von 2, deren Exponent gleich ist der 
Anzahl aller to, plus der Anzahl aller d, plus der doppelten Anzahl aller r. 
Es ist übrigens keinesweges a priori evident, dafs jedem dieser vollständigen 
Charactere in der That ein Genus entspricht, aber ich habe das Maafs keines 
dieser Genera der Null gleich gefunden. Es geht hieraus unter andern her- 
vor, dafs die Determinante — 1 die einzige ist, zu welcher nur ein Genus 
ternfirer positiver Formen gehört und dafs jede andere Determinante in jeder 
Ordnung mindestens zwei Genera enthält 

Für die Determinante — 9 zerfallt z. B. jede der beiden Ordnungen in 
zwei Genera, deren jedes eine Classe enthält, so dafs die vier Classen dieser 
Determinante auf folgende Art eingeteilt werden: 

D = -9 



vo, o, o; 

d = 8 



J = 9 

vi: 



\i, o, o; 

<J = 4 



/!, 3, 3\ 
\0, 0, Oj 

* = 8 



({)— ' 

VO, 0, \) 
«J = 12 



Die resp. Maafse dieser vier Genera sind |, |, 



24 
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Wenn die Determinante eine negative Primzahl ist, so existiren 
nur zwei Genera; z. B. die Determinante — 7 giebt ein Genus, für welches 

(^■)=t, welches zwei Gassen enthalt, und ein zweites, für welches (y) = —1. 

mit einer Classe: 

D — —7 



(4)=t 
(i; o, o)' (!; o; o) 



(?: ?: ?) 







1 ö = 


(l)=i 


(!)=-' 


(1)=' 1 








u>, o, o; 


M, o, oy 


M>, 0, oj 


3 = 8 


3 = 12 


3 = 8 



3=8 3=4 

Die Maafse dieser beiden Genera sind £ resp. ^. In ähnlicher Art ist für 
die Determinanten —3 und —5: 



r 



3 = 4 

Im Allgemeinen, wenn 12—1 ist, so existiren nur die Relalionon von 
$ zu den Primfacloren von d als Eintheilungsgrund för die Genera; wenn 
J— 1 ist, nur diejenigen von f zu 12; wenn aber £1 und beide von 1 ver- 
schieden sind, so vereinigen sich beide Arten von Relationen zo einem dop- 
pelten EintheUnngsgrunde. 

Die Bestimmung des Maafses aller dieser Genera ist in folgendem allge- 
meinen Theorem enthalten: 

Theorem. 

„Es sei D——SFJ eine ungerade Determinante, welche den qua- 



dratischen Theiter S2 1 enthält; 



tu, tu . CO 



. seien die nicht in J ent- 



haltenen verschiedenen Primfacloren von 12; d, o, b", .... diejenigen 
„von d, welche nicht in £2 aufgehen, endlich r, r' , r", .... die gemein- 
schaftlichen Primfacloren von £2 und J. Giebt man den sämmllichen Sgm- 
„boten in dem Schema (o.) bestimmte Werths, so dafs man ein bestimmtes 
v Genus der Ordnung £1, J erhält, dessen vollständiger Characler durch die 
„Gesamtntheit Jener Werlhe ausgedrückt ist: so ist das Maafs eines solchen 
„Genus durch folgende Formel gegeben: 



Digitized by Google 



— 189 - 



wo ( — +1 durch die Gleichung 

■ - (-«^esoe?) 

„bestimmt wird" 

Die drei Muliiplicalionen TT in der Formel des Theorems beziehen sich 
resp. auf alle tu, alle B, alle r, welche weiter oben dcfinirt worden sind, und 
es ist hierbei zu betrachten, dafs die Nenner 2 und 4, welche sich unter 
TT befinden, nicht vor das Zeichen herausgesetzt werden dürfen, da sie in 
jedem Factor des Products vorkommen sollen. Ferner sind in der Formel 

und (— J^) Legendresche Zeichen, deren Werlhe durch den voll- 
standigen Character des Genus gegeben sind, denn f bedeutet hier irgend eine 
beliebige Form des Genus, dessen Maate man bestimmen will, und — S2% die 
zugeordnete Form irgend einer solchen Form. Die Bedeutung der Symbole 

(tf) nnd in dem Wertne von * isl * Den f«« , 8 nicht zu verkennen; es 

sind dies verallgemeinerte Legendresche Zeichen. — In die Formel für TO gehen 
also die einzelnen Charactere des Genus zu den Primzahlen tu und zu den b 
ein, und auch die zu den r finden sich wenigstens in dem Werlhe von *, den 
sie mitbestimmen helfen; es findet also nicht, wie bei den binären Formen, 
eine gleichförmige Vertheilung des Maafses der ganzen Ordnung auf ihre ein- 
zelnen Genera Statt, sondern eine ungleichmAfsige, indem sich im Allgemeinen 
das Maafs des Genus mit seinen Characteren zugleich Ändert. Man kann jedoch 
eine Bedingung angeben, unter welcher Genera gleiches Maafs haben. Da 
nämlich in der allgemeinen Formel die Relationen zu den r nur im Werlhe 
von e vorkommen und sonst nicht weiter erscheinen: so wird man aus dem 
vollständigen Character irgend eines Genus den eines andern ableiten, welches 
mit jenem gleiches Maafs hat, wenn man die Relationen zu allen co und zu 
allen d ungeändert lafst und blofs die Relationen zu den r Ändert, letzteres 
mit der Rücksicht, dafs sich t nicht Andern darf, welches letztere höchstens 
eine einzige Bedingung zwischen den Relationen zu den r geben kann. Die 
Anzahl der jedesmaligen Genera, welche gleiches Maafs haben, ist also entweder 
2T* oder 3^, wenn die Anzahl aller r, und es ist zu leicht a priori anzu- 
geben, welcher dieser beiden Falle jedesmal Statt finden raufs, als dafs es nöthig 
wäre mich lAnger dabei aufzuhalten. 

Um das Theorem an einem speciellen Falle deutlich zu machen, sei 
D=~q, wo q eine ungerade Primzahl. In diesem Falle ist £1— 1, J — q, 
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also sind weder die tu, noch die r vorhanden und alle B rednciren sich auf dio 
einzige Primzahl q; ferner ist e = (^^J; die Formel des Theorems giebt daher 

« - A{*-(^)}{f+(^)j. 
d. h. für dasjenige Genus, dessen Cbaraoter %9lq oder (^)= 1 ist, 

und für das andere Genus, dessen Characler $9tf, oder 1, ist. 

Wir können die Vergleichung dieser Formel mit den obigen Beispielen für 
die Determinanten —3,-5 und —7 dem Leser überlassen. 

Da nach einer Bemerkung von Seeber die Theorie der positiven ter- 
nären Formen für die Crystallographie von Wichtigkeit sein soll, so wünsche 
ich, dafs die neuen Satze, welche mir dieser Theorie hinzuzufügen gelungen 
ist, für die Physik von einigem Nutzen sein mögen. Ich bitte zugleich die 
Cryslallographen, mich in dieser Hinsicht zu belehren, damit ich mich bei mei- 
nen Untersuchungen über diesen Gegenstand ihrem Vortheil möglichst nahe 
anschließen könne. 

Zum leichteren Verstandnifs des hier Gesagten und für den practi- 
schen Gebrauch habe ich eine Tabelle beigefügt, welche für die dreizehn unge- 
raden Determinanten von — 1 bis — 25 die zu ihnen gehörenden Classen, in 
Ordnungen und Gonera eingelheilt, enthält. Da es bequem ist, wenn man bei 
einer Form sogleich aus der blofsen Ansicht eines ihrer drei ersten Coöffi- 
cienten und eines der drei ersten Coeflicienten ihrer zugeordneten Form ihren 
vollständigen Character und also das Genus, in welches sie rangirt werden 
mnfs, erkennen kann, so wird man die Classen durch solche Formen f zu 
reprasentiren suchen, in welchen wenigstens einer der drei ersten Coefß- 
cienten zur Determinante, oder wenigstens zu 42 relative Primzahl ist, und 
für welche zugleich die zugeordneten Formen — S2% so beschaifen sind, dafs 
wenigstens einer der drei ersten Co&fficienten in g zur Determinante, oder 
wenigstens zu J relative Primzahl ist. Entweder besitzt eine vorgelegte Form 
schon diese beiden Eigenschaften, oder man kann sie beide zugleich durch eine 
leicht zu findende Transformation in eine äquivalente Form erreichen, wenn 
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man bedenkt, dafs irgend einer der drei ersten Coefficienten in f, den man 
sofort xn jeder beliebigen Zahl zur relativen Primzahl machen kann, sich nicht 
ändert, wenn man den ihm entsprechenden Variabein ungeändert lflfst and 
blofs die beiden andern Variabein transformirt: denn hierdurch erlangt man 
die Möglichkeit, noch aufserdem Ober einen der drei ersten Coöfficienten der 

(1 O Ov 
0,' o,* o)' 

welche zu der Ordnung 12=3, J = l gehört, sogleich aus ihrem ersten 
Coefficienten 1, dafs diese Form nur Zahlen darstellen kann, welche zu 3 
quadratische Reste sind; und aus dem ersten oder zweiten Coefficienten 2, 

der Form (j^i)' welche 20 derse tt»en Ordnung gehört, erkennt man so- 
gleich, dafs diese Form nur Zahlen darstellen kann, welche zu 3 quadratische 
Nichtreste sind. Die Form ^o'o'— 0 £ en5rt zur Ordnung 12=5, J=-\\ ihr 
erster und zweiter Coefficient 2 und 3 sind nicht durch 5 (heilbar und zu 5 
Nichtreste, also kann die Form überhaupt nur Zahlen 915, d.h. von der Form 

5n + 2 darstellen. Der Form f=(_\>% { §, welche zur Ordnung 12=1, 

^=25 gehört, ist die Form (3 2 *; ~J) zugeordnet, also ist & = $), 
und aus jedem der beiden Coöfficienten 13 oder 2 von 5 erkennt man, dafs 
der Form (—i'o^o) der Character 5915, (|)=— 1 zugeordnet ist.— Da 
aus jeder vorgelegten Form ihre zugeordnete Form F= — 12 §, also auch 5 
sehr leicht berechnet werden kann, so hielt ich es nicht für nöthig, die zu- 
geordneten Formen oder die Formen § in die Tabelle mit aufzunehmen. — Durch 
die Einlheilung in Genera wird die Lösung der Aufgabe, zu entscheiden, ob 
zwei vorgelegte ternören Formen mit derselben Determinante äquivalent sind, 
oder nicht, außerordentlich vereinfacht: denn bevor man irgend eine andere 
Operation an den beiden Formen vornimmt, wird man zunächst untersuchen 
(was sehr leicht ist), ob sie in dasselbe Genus gehören, oder nicht; stimmen 
ihre vollständigen Characlere nicht vollkommen mit einander überein, so können 
die beiden Formen unmöglich äquivalent sein; stimmen aber ihre vollständigen 
Charactero Oberein, gehören also die Formen in dasselbe Genus, so kann es 
sich treffen, dafs dieses Genus nur eine Classe enthält, und dann sind die 
vorgelegten Formen sicher äquivalent; enthält das Genus dagegen mehrere 
Classen, so mufs man freilich eine andere Methode zu Hülfe nehmen. Wenn 
man also auf diese Weise auch nicht immer seinen Zweck erreicht, so hat 
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das Verfahren doch jedenfalls den negativen Nutzen, dafs man sich durch 
dasselbe in vielen Fällen grofse Mühe ersparen kann. Unler den 33 Generibus, 
in welche sich die 52 Classen der Tabelle theilen, befinden sich 17, also etwa die 
Hälfte, in welchen nur eine Gasse vorkommt, 14 Genera enthalten 2 Classen, 
1 Genus enthalt 3 und 1 Genus 4 Classen. Die Maafse der Genera, so wie die 
Anzahl der in ihnen enthaltenen Classen bilden mit steigenden Determinanten 
eine Progression, welche weit schneller wächst, als für die binären Formen. 
Die Anzahl der Determinanten , welchen eine bestimmte Classification entspricht, 
ist immer endlich, und im Allgemeinen kleiner als bei binären Formen. 

Man bemerke noch folgende allgemeine Eigenschaft der Genera. Ich 
sagte oben , dafs kein Genus ausschliefslich weder Zahlen von einer der vier 
Formen 8»-f 1, 3, 5, 7, noch ausschliefslich Zahlen von zweien dieser For- 
men repräsentiren könne; dagegen exisliren in jeder Ordnung Genera, welche 
eine dieser vier Formen auf keine Weise repräsentiren können, während sie 
die drei übrigen ohne Unterschied repräsentiren , und während auch die übrigen 
Genera derselben Ordnung, welche diese Eigenschaft nicht besitzen, alle vier 
Formen ohne Unterschied darstellen. In der Thal findet zwischen den ein- 
zelnen Characleren, welche den vollständigen Character eines Genus in irgend 

einer Ordnung conslituiren, entweder die Relation 

/4 , n+t .1+1 

(f)(l) = +<-»--•- 

oder die entgegengesetzte Relation 

<M) - 

Stall. Hiernach theilen sich alle Genera derselben Ordnung in zwei Gruppen; 
die Genera der ersten Gruppe, für welche die erste der beiden eben geschriebe- 
nen Relationen Statt findet, stellen alle Zahlen der vier Formen 8»-j-l, 3, 5, 7 
dar; aber kein Genus der zweiten Gruppe kann eine Zahl darstellen, welche 
i^U fjnod. 8) ist, wohl aber stellen die Genera der zweiten Gruppe ohne 
Unterschied Zahlen dar, welche z^J, 3J oder bJ (mod. 8) sind. Sehr be- 
kannt ist der specielle Fall, dafs keine Zahl 8n-\-7 durch die Summe von 
drei Quadraten darstellbar ist; die Determinante —1 ist die einzige, für welche 
die erste Gruppe gänzlich fehlt. Für die Determinante —3 constitnirt die 

Form (oao)' fur welche (t) = 1 i8t > die erste Gruppe; diese Form stellt 
ohne Unterschied Zahlen 8n-f 1,3. 5, 7 dar; die Form o) dagegen, för 



Digitized by Google 



— 193 — 

welche = —1, bildet die zweite Gruppe und stellt nur Zahlen 8n-{-1, 3, 7 

und nicht Zahlen 8n-f 5 dar. Ich verweile nicht bei den ganz ähnlichen 
Unterscheidungen und den ganz ähnlichen Crilerien, welche sich auf die vier 
Formen 8n, 8n-f2, 4, 6 beziehen. Es sind dies Nachklänge des quadra- 
tischen Reciprocilätsgcselzcs in die temären Formen hinüber, oder desjenigen 
Fundamenlalsatzes , welcher bewirkt, dafs bei den binären Formen nur die 
Hälfte der a priori möglichen Genera wirklich existirt Übrigens stellt jedes 
Genus sämmlliche (positive) Zahlen wirklich dar, welche es mit Hinsicht auf 
diese Criterien und mit Hinsicht auf seinen vollständigen Character darzustellen 

fähig ist. So stellt z. B. die Form q' wirklich jede ungerade Zahl dar, 
und dio Form (j o 0/ un & en, de Zahl, welche nicht =5 (mod. 8) ist; 

die Form (^'qIo) sle,It in der Thal J ede un ? erade Zanl dar > welche zu 5 
quadratischer Rest und nicht s=7 (mod. 8) ist; d. b. alle Zahlen 10» ±1, 
welche nicht von der Form 8»-f 7, sind durch ein Quadrat und die fünffache 

Summe zweier Quadrate darstellbar; die Form (J* o'— ?) endlich steUl wirk - 
lich alle ungeraden Zahlen dar, welche zu 5 quadratische Nichtreste sind, also 
alle Zahlen 10» + 3. 

Ich beschliefse dieses Resume mit einigen specieüen Sätzen aber die 
Darstellung von Zahlen durch quaternärc Formen. In diesen Sätzen erhalten 
die Variabein der Formen alle ganzen Werthe von — »bis oo, ohne weitere 
Beschränkung, wenn es sich um Darstellungen Oberhaupt handelt; bei den 
eigentlichen Darstellungen findet die Beschränkung Statt, dafs die Variabein kei- 
nen gemeinschaftlichen Theiler haben dürfen. 

„Die Anzahl der eigentlichen Darstellungen irgend einer ungeraden 
„Zahl »• durch die Form x 1 \ f + -f n 3 beträgt 

8«-(fl-fl)^-(6-hl)c^(c+l).... = 8m(l + + tX 1 *!)"- 

„wenn m = a"b ß c r . . . ., und a, b, c, die verschiedenen Primfactoren 

„von m sind." 

„Die Anzahl aller Darstellungen der ungeraden Zahl m durch die Summe 

-von 4 Quadraten ist gleich der achtfachen Factorensumme dieser Zahl *)." 

_ . ■.■:>': , "■ 1 

*) Dieser Satz «t nhiht neu /sondern schon vor hnger Zelt von Jacobi aus «1er 
Theorie dw enjptiseben Fawtwnen abgeleitet worden. • ■■ '■ .» * X. 

25 
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„Es sei »i eine Zahl von einer der vier Formen 12 n-fl, 12n-}-5, 
„12 n f 7, 12 m +11; dann ist die Anzahl der eigentlichen Darstellungen von 
v m = a a h^c^ durch 

* 2 Tr 1 -f-* ^ -^3«^ 

„je nach diesen vier linearen Formen von in, resp. gleich dem 6fachen, 12fachen, 
„2facbcn oder 4Tuchen des folgenden Products: 

«^(•+(-t)%))-^'(*+(-») !? (|))^(«+(-iF'(-|-))....- 

„Die Anzahl aller Darstellungen von in ebenfalls durch die Summe von 
drei Quadraten und ein dreifaches Quadrat ist je nach denselben vier linearen 
Formen von m gleich der Öfachen, — 12fachen, —2fachen, oder 4 fachen Dif- 
ferenz zwischen der Summe derjenigen Faotoren von » , welcho eine der beiden 
Formen 12n±l haben, und der Summe derjenigen Fncloren von m, welcho 
eine der beiden Formen 12/1 + 5 haben." 

„Mit Unterscheidung derselben vier linearen Formen 12n-]-l, 5, 7, 11 
„von tn ist die Anzahl der eigentlichen Darstellungen von tn durch die Form 

„resp. gleich dem 4fachen, 2fachen, 12fachen, oder öfachen von 

«-' (a + <_„"( |))»~ (» + <_!,"(»)) c r->( c + (_!)*(•)) . . . ., 

.„und die Anzahl aller Darstellungen von m durch dieselbe Form ist resp. gleich 
„der 4fachen, — 2fachen, — 12facben, oder 6fachen Differenz zwischen der 
^Surame derjenigen Factoren von n, welche eine der beiden Formen 12n + 1 
jjhaben, und der Summe dor Übrigen Factoren von m, welche von einer der bei- 
den Formen 12n + 5 sind." 

„Die Anzahl der eigentlichen Darstellungen einer ungeraden, nicht durch 
„5 (heilbaren Zahl in durch die Form 

,\ ..**-{- y 3 -f* , -f- 5«' 

„betrögt, wonn mi = «'i^c''...., entweder ' 

•*"(«+(T))^('+(4)M.+(f)).... od« 
<-^(«+(T)M»-K4-))«-(«+(f)).:.., 

■{ • . «- r ■' ' ^MJinfnafi'VToV.Mji niiljö J'dpi? ii h n • • r * 

„je nachdem in zu 5 quadratischer Rest oder Nichtrest ist. 

„Dje Anzahl aller Darstellungen einer ungeraden, nicht durch 5 theilbaren 
„Zahl m durch die Form « ? -j-y a -f-« , +5« t ist, wenn m in 5 quadratischer 
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„Rest, gleich der 6fachen, und wenn m zu 5 Nichtrest ist, gleich der — 4fachen 
„Differenz: zwischen der Sorame derjenigen Factoren von w, welche zn 5 qua- 
dratische Reste sind und der Summe derjenigen Factoreh von tn, welche zu 5 
„Nicblreste sind." , 

Diese Sätze sind nur specielle Fälle eines allgemeinen Salzes, dessen 
Auseinandersetzung aber zu viele vorläufige Erörterungen und Definitionen er- 
fordern würde. . I i 

Man kann nach Jacob?« Anleitung aus der Theorie der elliptischen 
Functionen, nämlich aus den in „Fundamente novä etc." gegebenen Entwick- 
lungen der zweiten, vierten, sechsten und achten Potenz von merkwür- 
dige Theoreme Ober die Darstellung von Zahlen durch die Summe von zwei, 
vier, sechs und acht Quadraten ziehen. Bei meinen Untersuchungen werden 
diese Sätze durch rein arithmetische Betrachtungen bewiesen und erscheinen als 
specielle Fälle allgemeinerer Sätze; zugleich sieht man die Ursache ein> warum 
jene Entwicklungen mit der achten Potenz abgeschlossen sind, da in der Thal 8 
die höchste Anzahl der Variabein ist, für welche zur Determinante — 1 nur eine 
Ciasse von Formen gehört, die durch die Summe von Quadraten repräsontirt wer- 
den kann. Aufser den bekannten Sülzen für 2 und 4 Quadrate bat man folgende: 

„Die Anzahl der Darstellungen einer ungeraden Zahl durch dio Summe 
„von sechs Quadraten ist, wenn diese Zahl von der Form 4n-fl ist, gleich 
„der 12fachen, und wenn sie von der Form 4n-j-3 ist, gleich der — 20fachen 
„Differenz zwischen der Summe der Quadrate derjenigen ihrer Facloren, welche 
„die Form 4n-fl haben und der Summe der Qnadrale derjenigen ihrer Fac- 
loren, welche dio Form 4n-f3 haben." 

„Die Anzahl der Darstellungen einer ungeraden Zahl durch die Summe von 
„acht Quadraten ist gleich der sechszebnfacben Summe der Cuben ihrer Facloren." 

Für 10 Quadrate habe ich noch gefunden, „dafs die Zahlen von der Form 
4n-j-3 sich so oft durch 10 Quadrate darstellen lassen, als die 12fache Differenz 
zwischen der Summe der Biquadrate derjenigen ihrer Facloren, welche von der 
Form 4n-f 3 sind, und der Summe der Biquadrate derer, welche von der Form 4n-f 1 
sind, beträgt." Aber für die Zahlen der Form 4»+ 1 exislirt kein ähnlicher Satz. 

Ich kann nicht unterlassen, bei dieser Gelegenheil noch des grofsen 
Nutzens und der vortrefflichen Anleitung zu erwähnen, welche mir bei meinen 
Untersuchungen, aufser den Arbeiten von Gawfs, die von Dirichlet, im 19len 
und 21ten Bande des CrWfcschen Journals, gewährt haben. 

Berlin, Februar 1847. ; i 

25» 
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Tabelle für die Kintheilung derjenigen positiven tertiären Formen in Genera, 
welche zu den 13 ungeraden Determinanten von ~l bis —2b gehören. 

f) = -Si'J, zugeordnete Form von f gleich -flg. 
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Beiträge zur Theorie der elliptischen Functionen. 



IV. Über einen allgemeinen Satz, welcher das Additionstheorem 
für elliptische Functionen als speciellen Fall enthält. 



Wenn Gaufs seinen schon gefundenen Beweisen des quadratischen Re- 
ciprocitätsgesetzes eine Reihe neuer hinzugefügte, zum Theil um den Weg 
zu der weit schwierigem Theorie der biquadrtischen Reste zu erleichtern, so 
möchte es nach diesem Vorbilde nicht unpassend erscheinen, in ähnlicher Weise 
den Fundamenlallheoremen Aber elliptische Functionen immer neue Seilen ab- 
zugewinnen, fn der Hoffnung) es könnte die eine oder die andere Wendung 
zur Aufklärung und leichtern Erforschung der Eigenschaften der Abekchen 
Functionen etwas beilragen. — So sahen wir, wie neulich Her mite, von den 
trigonometrischen Reihen ausgehend, welche den Zähler und Nenner der ellip- 
tischen Functionen consliluiren, zu dem Helschen Theorem für diese Func- 
tionen gelangte, indem er sich auf dasselbe Princip stützte, auf welches ich 
schon im 27len Bande des Crellesehen Journals Seite 187 aufmerksam ge- 
macht habe, dafs nämlich jede homogene Verbindung jener Reihen wieder eine 
ähnliche Reihe hervorbringt. — Hierher gehört auch das elegante Verfahren, 
durch welches Richelot die Lafrangesche Integralionsmethode auf die Abel- 
sehen Functionen ausgedehnt.bat. 

In Nr. II. dieser Beiträge habe ich oinen Beweis des Addilionslhcorems 
gegeben, welcher hauptsächlich auf dem Umstände beruht, dafs die geraden 
Differentialquolienten der elliptischen Functionen durch ganze rationale Ver- 
bindungen dieser Functionen, die ungeraden Differentialquotienten derselben 
durch Producte aus ganzen rationalen Verbindungen in die Wurzelgröfse aus- 
gedrückt werden. Der hier folgende Beweis, welcher auf demselben Principe 
beruht, unterscheidet sich dennoch in wesentlichen Puncten von dem ersten 
und lüfsl zugleich deutlich sehen, warum das Verfahren nicht gelingt, wenn 
die Function unter der Quadratwurzel auf einen höheren als den vierten Grad 
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steigt, obwohl auch dann noch jene eben erwähnte Eigenschaft der Differen- 
tialqnotienten Stall findet 

Es sei x = (p(C) diejenige Function von /, für welche 

' = fm 

ist, indem der Karze wegen J(x) die Quadratwurzel aus einer geraden gan- 
zen Function 2nten Grades 

x**-\-bx 7 *-*-\- .... -f«* 1 -}- \ = X{x) 
bezeichnet, nämlich J(x) — ^l{x)). Da zufolge der eben gemachten Annahme 

ist, so erhält man die beiden ersten Differentialquotienlen jeder Function F(x) 
von x, nach t, wie folgt ausgedrückt: 

= F'^Cn^-'-l-Cn-l^x^-i-elc.) 
+ F"(ar)(^--}-6* s - 1 -}-etc.). 
Hieraus sieht man sogleich, dafs, wenn JF(x) eine ganze Function von x ksL, 

d ^f x ^ ebenfalls eine ganze Function von x sein wird, deren Grad um 2n — 2 

Einheiten (bei den elliptischen Functionen um 2 Einheiten, bei den Sinus um 
0 Einheiten) höher ist, als der von F{x)\ und zwar wird, wenn Ax* das 

höchste Glied in F(x) ist, das höchste Glied in , 

pAxr*-nx»- l -\- 1) ii"- , .« J " = /*0*-f n— l^a^*"- 2 
sein. Geht man demnach von x selbst als der einfachsten ganzen Function 
aus und bildet successive dessen gerade Differentialquotienten nach /, so wer- 
den dieselben sämmtlich ganzo Functionen von x sein, deren Grade fortwäh- 
rend um 2n — 2 Einheiten steigen, und es werden die höchsten Glieder von 

8 l x d*jc d^x . • 

x > äf»> Öl*» etc *' resp ' sem: 

x, nx*-\ n(2n— i)(Sn — 2)a- 4 - 4 , etc., 

M(2»— l)(3it— 2)....((2^-l)n-2 / u4-2)ar^' , - 1 ^^ 

so dafs man schreiben kann: 

00 ^ = n(2n-l)(3n-2). . . . ((2/*-l)n-2 M -[-2)^»- 1 -+ l -f A", 
wo die Anzahl der numerischen Factoren, deren Produot den Coefficienten 
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des höchsten Gliedes bildet, 2^ — 1 betragt, und wo durch N der Complex 
aller derjenigen Glieder ausgedrückt wird, welche niedrigere Potenzen von x 
enthalten, als die 2pn—2{i-\- lte. loh werde nfimtich hier und im Folgenden, 
wenn es mir hei einer ganzen Function lediglich auf die Betrachtung ihres 
höchsten Gliedes ankommt, nur dieses schreiben and die Summe aller übrigen 
Glieder durch -fiV andeuten; in umgekehrter Weise werde ich, wenn es mir 
bei einer nach »teigenden Potenzen der Variabein geordneten ganzen Function, 
oder unendlichen Reihe, nur auf das niedrigste oder Anfangsglied ankommt, 
diesem die Summe der höhern Glieder mit -{-H anfügen. — Für elliptische 
Functionen ist n=s2 und die Formel (1.) wird für diese 

Übrigens ist leicht zu sehen, dafs die ganze Function zur Rechten in (1.) 
oder (17) nur ungerade Potenzen von x enthalt 

Den allgemeinen' Ausdruck für die ungeraden Differenlialquotienten von 
x nach t erhfilt man, wenn man (1.) noch einmal nach t differenüirt, nämlich: 



(2.) |^ = ^(a?){n(2n-l)(3n-2)....(2,un-2/i-f l)x^."+ N], 

d. h. gleich dem Producte aus J(x) in eine gerade ganze Fnnclion von x y 
wo aber das neue N um einen Grad niedriger ist, als das obige in (1.) und 
eben deshalb wiederum jenes in (2.) dieselbe Rolle spielt, wie dieses in (1.). 
Für elliptisch© Functionen ist 

Aufcer diesen Entwicklungen der Differentialquotienten von x nach 
fallenden Potenzen von x, bei welchen nnr die höchsten Glieder berechnet, 
die übrigen blofs angedeutet sind, bedürfen wir noch der Entwicklungen von 

<* und J* nach steigenden Potenzen von x, oder vielmehr nur der nie- 
drigsten, d.h. der Anfnngsglieder dieser Entwicklungen. Da nachstei- 
genden Polenzen von x geordnet, mit 1 anfangen soll, so fangen 4(x) nnd 

■jr^ ebenfalls mit 1 an, =l fängt mit x, folglich t h mit und ^ 

ebenfalls mit x h an. Nach obiger Übereinkunft kann also geschrieben werden: 

C3.) i* = x>+B, ■ 
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Dieso Reihen enthalten nur gerade, oder nur ungerade Potenzen von x, je 
nachdem h gerade oder ungerade ist. 

Nach dem Totj^/orschen Satze können folgende vier Entwicklungen an- 
genommen werden, in welchen 0(i*) = y gesetzt igt, so dafs y dieselbe Function 
von u, welche * von t, und u dieselbe Function von y, welche t von x ist: 

^ + «) = ^ + ö7TT+äF-2T+ elc -=J,ä^-^r» 
<K/-ti) = £ + etc. =T(-1)^-^, 



<f>(u-t) = y-^'iT + S^-4r- etc. = 2 

OW 1 I 1 Ott 1 i\ «artl Ott'' (tl 



Addirt man einerseits die zweite dieser vier Gleichungen zur ersten, subtra- 
hirt andrerseits die vierte von der dritten, bemerkt, dafs (p(u-\-t)s=<p(t-\-u) 
und tp(u—t) — —<p(t — u) ist, und dividirt jedesmal durch 2<^(y), so erhält 
man das doppelte Resultat: 

< 6) a^l jwdu^'vt+iy: 

Da hier links in beiden Gleichungen Dasselbe steht, so kann man die beiden 
Reihen zur Rechten in (5.) und (6.) einander gleich setzen. Diese Verglei- 
chung liefert, wie wir sogleich sehen werden, für rt = 2, d. h. für elliptische 
Functionen, unmittelbar das Addilionstbeorem, und för gröfsere Werthe von n 
erhält man einen ziemlich merkwürdigen und allgemeinen Satz, welcher sogleich 
den Grund sehen laTst, weshalb in diesem Falle ein Ädditionslheorem in der- 
selben Weise, wie für die elliptischen Functionen, nicht existirt. — In der Thal 
zeigen wir, dafs sich die Reihen zur Rechten in (5.) und (6.) in aufsteigende 
Doppelreihen nach Potenzen und Producten von x und y umformen lassen. 

Was zunächst die Reihe in (5.) betrifft, so setze man statt ^^^V nach 
Anleitung von C4.)> die Entwicklung nach steigenden geraden Potenzen von y, 
welche mit jjfr-^ anfängt, und nach (1.) setze man statt der Differenlial- 

quotienten ^7 die ihnen gleichen ganzen und ungeraden Functionen von x, 

v\ • 
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welche man sich hier nach steigenden Polenzen von x, also in umgekehrter Art 
wie in (1.), geordnet vorstellen mufs. Irgend eine bestimmte Potenz von y, 
z.B. die 2 Arte, kommt nur in den ersten Ar-f 1 ersten Gliedern von (5.), näm- 
lich für die Werthe fx = 0 bis p = k vor, wahrend alle folgenden nur höhere 
Potenzen von y als die 2 Ate enthalten, nach (4.); von der andern Seite 
enthält keine der ungeraden ganzen Functionen, durch welche die Differenlial- 
quolienten in diesen Ar-j-1 ersten Gliedern ausgedrückt werden, eine Polenz von x, 
deren Exponent > als 2kn — 2A-f 1 wäre, nach (1.), und dieses Maximum 
des Exponenten 2 Arn — 2 Ar-f- 1 zeigt sich nur in dem einzigen Ar -j-llen Gliede 
der Reihe, und zwar erscheint die Potenz von x, welche diesem Exponenten 

entspricht, mit dem Coefficienten n(2n— l)(3n— 2) ((2Ar— i)n— 2Ar-f 2), 

welchen ich, um abzukürzen, durch K bezeichne. Hieraus folgt: wenn man die 
ganze Reihe (5.) nach steigenden Potenzen von y ordnet (so dafs die Coeffi- 
cienten Reihen nach x sind), so enthalt der Coöfficient von y M nur solche 
Potenzen von x, deren Exponenten <^2Arn — 2Ar+1 sind, und zwar ist die 
höchste, nämlich die 2Arn — 2Ar-f lle Potenz von x in diesem Coefficienten 

von y* 1 , mit mulliplicüi ; mit andern Worten, bezeichnet man überhaupt 

das aligemeine Glied der Producte von Potenzen von x und y in einer Dop- 
pelreihe nach x und y, welche in Bezug auf x ungerade, in Bezug auf y 
gerade ist, durch ar^+'y 2 *, so dafs im Allgemeinen h und Ar unabhängig von 
einander alle ganzen Werthe von 0 bis oo erhallen können, so ist für die 
Reihe (5.) 

2A+1 ^ 2Arn-2Ä-L 1, 
oder, was dasselbe besagt, 

(«.) h <, (»-l)Ar, 
d. h. andere Glieder, andere Potenzproducte a^+'y 21 können nicht vorkommen, 
als solche, die der Bedingung («.) genügen; außerdem ist für h = (n—i)k 



der Coefficient des Poienzproducts == -^r^, was sich für n = 2 auf 1 
redudrl. 

Die Betrachtung der Reihe (6.) ergiebt ein Ähnliches Resultat. Hier 
mufs man die Polenzen von / in ^.j- \)\ nacn m ^ e ' nen nacn steigen- 
den ungeraden Potenzen von x umsetzen, welche jedesmal mit (2f A+i)l an ~ 



fangen: die durch 4(y) dividirten ungeraden DiOerentialquotienten j^^^^t 
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mufs man nach Anleitung von (2.) durch 

»(2 n — 1 ) (3 n — 2) . . . . (2 |i n — 2jit-f 1 )y 2 "- , >' + A', 
d. h. durch gerade ganze Functionen von y vom jedesmaligen Grade 2/*i» — 2u 
ausdrücken. Fafst man nun irgend eine bestimmte Potenz von x, c. B. die 
2A-{-lte ins Auge, so wird man dieselbe nur in den ersten A-\-i Gliedern 
der Reihe (6.), welche ,u = 0,1,2, bis A entsprechen, finden, denn in 

den folgenden Gliedern fängt ^fi-^iy. scnon %^ c ^ mil höheren Polenzen von 

x an. Die Potenzen von y, mit welchen diese bestimmte Potenz von x raulti- 
plicirt ist, übersteigen in jenen A-f 1 ersten Gliedern nirgends die (2 An — 2A}le, 
und diese letztere selbst kommt nur in dem einzigen A -fiten Gliede, und zwar 
mit n(2n— l)(3ti — 2). ...(2 An— 2A-}- 1) multiplicirt vor, so dafs das Potenz- 
product y""—' h x 7h+t den Quotienten aus der eben geschriebenen Zahl durch 
(2/* -} 1}! zum Coefficienlen haL In der nach x und y geordneten Reihe (6.) 
kommt folglich jede Potenz x 7tl+l von x nur mit solchen Potenzen von y mul- 
tiplicirt vor, deren Exponenten <^2(n — 1)A sind; d. h. das allgemeine Po- 
tenzproduct ar**+»y** der entwickelten Reihe (6.) genagt der Bedingung 

iß.-) k ^ (n-l)A, 
und wenn k — {n— 1)A, so läfet sich der Coefficient des Potenzprodoctes n 
priori bestimmen; für elliptische Functionen wird er =1. 

Da die beiden Doppelreihen (5.) und (6.) für jeden Werth von x 
und y fibereinstimmen müssen und nur verschiedene Anordnungen einer und 
derselben Doppelreihe nach steigenden Potenzen und Potenzproducten von x 
und y bilden, so können auch Glieder, welche der erstem fehlen, in der 
zweiten nicht vorkommen, und umgekehrt. Die einzige Doppelreihe, in welche 
die beiden, aus Entwicklung von (5.) und (6.) hervorgehenden, verschmelzen, 
vereinigt demnach die beiden Bedingungen (c.) und (/?.) in sich, und man 
hat folgendes Theorem, bei welchem noch zu bemerken, dafs man aus der 
Entwicklung von «<+»H«'-") 80 f or , die von v(<+»)-<p(t-») erhält, 



wenn man / mit u und x mit y verlauscht, und dafs man aus diesen 
Entwicklungen <p(t-\-u) und <p(t—u) selbst erhält, wenn man die erste mit 
J(y), die zweite mit J(x) multiplicirt und addirt, resp. subtrabirt 

Theorem. 

Es sei x = tp(t) diejenige Function von /, welche mit t zugleich 
verschwindet und der Differentialgleichung |j = J(x) genügt, oder, 



Kl by Googl 



dasselbe ist, für welche 



'(*)' 

wo J(x) die Quadratwurzel aus einer ganzen und geraden Function 
2n u " Grades von x bezeichnet, in welcher wir den ersten und letzten 
Coefßcienten = 1 annehmen. Wenn man <p(u)=.y setzt und folgende 
Entwicklungen für (f{t-\- «) und (p(t — u) annimmt: 

«) = -TC M ** + Y»^(y) + ZC htil f h + l x«J{x), 

so kommen in den Reihen, welche sich auf die ganzen positiven und 
Rullwerthe von h und k beziehen, nur diejenigen Werths von h und k 
vor, welche gleichzeitig den beiden Bedingungen 

h (n—l)k, k<L{n—\)h 
geniigen; für alle andern Werthe von h und h wird C hti = 0. Aufser- 
dem nimmt der Coefficient C h>k für h = (n—i)k den Werth 

n(2n — i)(3n — 2) . . . .((2k-i)n-2k+2) 
1 . 2 . 3 . . . . 2A 

und für k=(n~i)h den Werth 

»•(2»-1)(3m— 2) .... (2hn — 2h + i) 
1-23 ....(2A + 1) 



Für den speciellen Fall der elliptischen Functionen, in welchem n = 2 
ist, werden die Bedingungen des Theorems 

h <i k und k <^ h; 
sie reduciren sich also auf k=h und der Coefficient Ca,a wird =1; die Reihen 
verwandeln sich daher in diesem Fall in einfache geometrische Reihen , welche 
sich summiren lassen und dann das Additionstheorem geben, nemlich: 

<p(t-u) = Sx^y h J(y)-Sy M+l x 2h J(x) = *\ • 



Um den Beweis unseres Theorems in ein noch helleres Licht zu setzen, 
will ich durch besondere Buchslaben die Entwicklungs - Coöfficienten der Diffe- 
reotialquotienten und der Potenzen der Integrale t und u bezeichnen. Es sei 

26» 



Digitized by Google 



- 204 - 



= 4-)ar + o^>* , + o^»J!*+ etc., 



^C^- = yjr>. + ^V + ^+ etc., 



dann verschwinden, worin der Nerv des Beweises besteht, und so- 
bald <7>(n— l)p wird, d.h., wenn (n—l)p<Zo ist; und y^, JJr> ver- 
schwinden, wenn a<Lp ist, d. h. sobald ju>o wird. Die Seilen rechts 
von (5.) und (6.) werden nun durch Substitution dieser Reihen: 

^ <p(t+u)+rp(1—u) 

«T^x+^x'H- elc.] [dJ-J + iYy + dyy + etc.]}, 

= T{[/^»+/Vy +/^y + «te.]I>^ , *+^ ) ^ + ^ , ^+ etc.]}. 
Der Coefficient von in (5.) wird folglich 



r 2WW = C M , 
und der Coefficient desselben Potenzproducles in (6.) wird 

Da nun für alle Werthe von welche * übertreffen, <fj(">, und für alle Werthe 
von n, welche h übersteigen, yj> } verschwindet, so braucht man die beiden 
Summen für C A> » statt von /* = 0 bis /* = », nur von /* = 0 bis fi = k für 
die erste, und nur von fi = 0 bis fi = h für die zweite auszudehnen. Also 

Da nun andrerseits c#° für alle Werthe von ju, welche (»— 1)/* <A machen, 
und /3Jf } für alle Werthe von die (n— l)^u<;Ar machen, verschwindet, 
so verschwindet die ganze erste Summe, wenn (n— l)k<.A ist, und die 
ganze zweite Summe, wenn (n-l)A</f; wenn (n—i)k — h ist, so redu- 
cirt sich die erste Summe auf das einzige Glied 

m Mit m(2»— 1)(3m — 2).... ((2* — 1)« -2A+2) 
<i,,*dV = 1 2 3.... 2k ' 
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welches p = k entspricht; und wenn (n— i)A = k ist, so redncirt sich die 

zweite Summe auf ihr letztes Glied 

ath) . . n(2 W -l)(3n-2)....(2A»-2A-fl) 

Pln-MYh — 1-2-3 ....(2A+1) 

Im Allgemeinen wird man in der ersten Summe för C^» alle diejenigen Anfangs- 

werlhe von fi vernachlässigen, welche (n — l)/t<A machen, und die Summe, 

statt mit jtt = 0, erst mit demjenigen kleinsten Werthe von ,u anfangen lassen, 

welcher zuerst (n-l)fi^A macht. Liegt dieses Minimum von fi schon über k 

hinaus, so hat die Summe natürlich gar keine Glieder, und verschwindet: liegt 

dasselbe aber zwischen 0 und Ar, oder fallt mit k zusammen, so enthalt die Summe 

wirklich so viele Glieder, als es ganze Zahlen von diesem Minimum an incl. bis 

zu * incl. giebt; nfimlich für p sind alle ganzen Werthe zu setzen, welche 

machen, deren Anzahl übrigens 1-f E(k— -—-^ betragt; was für elliptische 

Functionen in 1 übergeht. In derselben Weise kann man die zweite Summe, 
statt von ft = 0, erst von demjenigen kleinsten Werthe von fjt anfangen lassen, 
welcher zum ersten Male (n — i)fi^.k macht, und die Summe hat gar keine 
Glieder, wenn dieses Minimum von ft schon Ober h hinansliegt, da die Summe 
sich nur bis h erstreckt; liegt dagegen dieses Minimum unter h oder fällt mit 
h zusammen, welches geschieht, wenn (n— l)A^>Ar ist, so sind för « alle 
diejenigen Werthe zu nehmen, welche 

machen, deren Anzahl 1 -{- E(a — beträgt; für elliptische Functionen J. 

Nur bei einigen Folgerungen, die man ans diesen Betrachtungen ziehen 
kann, verweile ich einen Augenblick, die übrigen dem Leser überlassend. Ich 
multiplicire die Gleichung 

mit ar y,+1 , summire nach h von A = 0 bis h — oo , und erhalte 

u=k Sita r *=» f= h Ä=(n— l)t 

/<aD 01 Abü /ist) Asb«(— ) 

was sich fQr elliptische Functionen auf ar n+l reducirt. Ich multiplicire dieselbe 
Gleichung mit y 3 *, summire nach Ar von Ar = 0 bis k = <x> und erholte 
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s C^y* = ^' j* y)e J^ folglich auch 

was sich für elliptische Fantionen links aaf reducirt. Man vergleiche auch 
Jacobi „Fundamente nova theoriae funclionam ellipticarum" Seite 126. 

Ich nehme noch folgende Entwicklungen an, um sie in die Formel des 
Theorems zn suhslituiren : 

= t^Z+^l'+^^-f etc., 
a*fj{x) = W + etc.; 
und die ähnlichen zwischen y und v. Setzt man diese Reihen, in welchen 
*#> und # ( 0 U) gleich Null sind, sobald u >o ist, in die Formel 

= *C M *»+y^(yH*C M y*+'^C*), 

so erhält man 

y = JC M (&P + ^> «' + etc.) + ^(*) rf> «+ r,i»> «»+ etc.), 

= jrCM^yX^H W -etc.) + ^C M ^^'(^+^^+etc.); 
ordnet man hier die erste Reihe nach Polenzen von n, die zweite nach Po- 
von t und vergleicht mit den Entwicklungen von y(/-f- w) , welche der Taylor- 
sehe Satz darbietet, so folgt 

lvir-öp- — A)l ' (2H-i)i ~ C* m ( 

In diesen Reihen verschwinden rfj? und sobald resp. k>u ist, 

und da C M verschwindet, sobald Ä>(n— 1)ä und sobald Ä>(n-1)A ist, 
so erhalt man auf diese Weise wiederum rückwärts die Entwicklung des 
2 uten Differentialquotienten von x nach / oder von y nach ti durch eine ganze 
Function vom Grade 2ju(n — l)-fl, und die des 2// -fiten Differential- 
quotienten durch das Prodoot einer ganzen Function vom Grade 2,u(w— 1) in 
,1{x). Es Iäfst sich hieraus mit Leichtigkeit beweisen, dafs die Eigenschaft 
welche das obige allgemeine Theorem ausspricht, eine ausschlief gliche Eigen- 
schaft der Abelschen Integrale bildet, so dafs jede Function, welche dem Theo- 
rem Genüge leistet, nolhwendig die Umkehrung eines Abelschen Integrals ist. 
Berlin, im Februar 1847. 
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V. Über die Differentialgleichungen , welchen der Zähler und der 
Nenner bei den elliptischen Transformationsformeln genügen. 



Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche Jacobi zur Be- 
stimmung des Zählers und Nenners der Transformationsfonueln für die ellip- 
tischen Functionen aufgestellt hat, haben mich von jeher mit dem grasten 
Interesse erfüllt. Schon in einer frühern Arbeit versuchte ich zu denselben 
auf einem Wege zu gelungen, welcher von demjenigen verschieden ist, wel- 
chen Jacobi eingeschlagen hat *). Wenn ich nun wiederum auf denselben 
Gegeustand zurückkomme, so geschieht dies, weil ich jetzt die einfachsten und 
wahren Principien für die Ableitung jener Differentialgleichungen gefunden zu 
haben glaube: Principien, welche auch bei andern Untersuchungen von Nutzen 
sein können, und die ich deshalb hier mittheilen will. 

Wenn irgend einer Differentialgleichung zwischen zwei Variabein x 
und y ein algebraisches Integral genügt, so kann man dasselbe immer auf die 
Form 17 = 0 bringen , wo U eine ganze Function von x und y ist. Es 
wird angenommen, die Differentialgleichung sei selbst algebraisch, d. h. die CoeT- 
ficienten der Differentiale oder der Differenlialquotienten seien algebraische Ver- 
bindungen aus x und y; man wird übrigens die Differentialgleichung immer 
auf eine solche Form bringen können, in welcher die Differentiale oder Diffe- 
rentialquotienten nur rational vorkommen und die Coefficienten in Bezug auf 
den einen Variabein, z. B. x t rational sind. Eliminirt man mit Hülfe der aus 
17 = 0 abgeleiteten Gleichungen ö£7=0, d'£7=0 u. s. w. aus der vorge- 
legten Differentialgleichung alle Differentiale von x und y, so wird man zu 
einem Resultate der Elimination R — O gelangen, in welchem R eine ganze 
Function von x ist, deren Coöfficienten von y abhängen. Da nun die Glei- 
chung Ä = 0 jedesmal erfüllt ist, sobald man in R statt x eine Wurzel der 
Gleichung £7 = 0 setzt, so hat dieÄ=0 alle Wurzeln der Gleichung £7 = 0; 
diese Wurzeln sind sammtlich Functionen von y allein, und da die Gleichung 
17=0, in Bezug auf x aufgelöset, keine gleichen Wurzeln haben kann, so 
lange y allgemein bleibt, so mufs R durch V algebraisch ihetlbar sein; 



♦) Jacob?* Beweis stützt sich auf die Theorie der Transformation der elliptischen 
integrale zweiter Gattung. 
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setzt man also den Quotienten der Division — i? n so hat man das Resultat 

R = t/A,, 

wo R t eine neue ganze Function von x ist, deren Grad um den Grad von 
V niedriger ist, als der von Jt; übrigens ist R t auch in Bezog auf y ganz, 
sobald R diese Eigenschaft besitzt und die höchste Polenz von x in ü den Coef- 
ficienten 1 hat. Da man aus der vorgelegten Differentialgleichung durch wie- 
derholte Differentiationen neue bilden kann, denen ebenfalls das algebraische 
Integral U= 0 genügt, so wird man unendlich viele solche Resultate der 
Elimination R = 0 erhalten können, denen jedesmal genügt wird, sobald U = 0 
ist, und man wird unter ihnen dasjenige heraussuchen, oder durch Combina- 
tion mehrerer ein solches Resultat Ä = 0 zu erhalten suchen, in welchem der 
Grad von R und demnach auch der von R t möglichst niedrig ist. Um nun 
Ä, zu finden, differentiire man die Gleichung R= in welcher x und y 
als unabhängige Variabein angesehen werden können , nach * allein ; dies giebt 

R' = UR\+U'R X , 

und für alle Werthe von x, welche 11 = 0 machen, hat man also R' = V'R X 
R' 

und Rt—jp. Gelingt es nun mit Hülfe der vorgelegten Differentialgleichung 

diesen speciellen Werth von Ä, , welcher in Form eines Quotienten erscheint, 
unter der Voraussetzung U = 0 durch eine ganze Function von x aus- 
zudrücken, welche ich mit S t bezeichnen will, so sind die beiden ganzen 
Functionen R t und S t einander gleich für alle Werthe von x, die U = 0 
machen, und es ist, für dieselben Werthe von x, Ä t — <Si = 0, und demnach 
ist Ri — *$ t für alle Werthe von x algebraisch durch U theilbar; man hat 
daher eine Gleichung von der Form 

R\ = l/Äj-j-Äj, 

wo fi 2 wiederum ganz in Bezug auf x und von niederem Grade als R, 
ist. Fährt man auf diese Weise fort die Bestimmung von R, auf die einer 
Function von niederem Grade, u. s. w., zurückzuführen, so gelangt man zu- 
letzt entweder auf eine Constante in Bezug auf x, oder auf eine Function, 
welche sich durch andere Methoden bestimmen laTst. Wenn das Verfahren 
gelingt, so sieht man leicht, dafs man zu einem Ausdrucke für R geführt wird, 
welcher gewissermafsen nach Potenzen von V geordnet ist, und da R nur 
aus den partiellen Differentialquotienlen von U nach x und y zusammengesetzt 
ist, so erhalt man eine partielle Differentialgleichung zur Bestimmung von V. 
Führt man in dieser partiellen Differentialgleichung die Differentiationen nach y 
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wirklich aus, so erhält man eine totale Differentialgleichung in Bezug auf x, 
welche, da sie ganz unabhängig von dem Werlhe von y gilt, in Bezug auf 
y gehörig zerfällt werden kann und dann eine Reihe von totalen Differential- 
gleichungen liefert, welche zur Bestimmung der Coöfficienten in U, als reiner 
Functionen von x dienen. 

Um von diesen allgemeinen Betrachtungen, welche sich auch auf mehr 
als zwei Variabein ausdehnen lassen, zu unserem Gegenstande zurückzukommen, 
sei, wenn es möglich ist, 17 = 0 ein algebraisches Integral einer Differential- 
gleichung von der Form 

dx dy 

wo <p(x) eine ganze Function von x vom Grade fi und y(y) eine beliebige 
Function von y sein mag. Der Grad von U, in Bezug auf x, welchen ich 
nach Aber» Vorgange durch dL T bezeichnen will, sei = it. Um die Rechnung 

abzukürzen, sei statt x eine neue Variable / durch die Relation = e t 

eingeführt, so dafs unsere Differentialgleichung 

§f = v'y(y), ^r 2 = vir)*? 

wird. Die Differentialion der Gleichung U= 0 giebt 

und wenn man die in (^j ) enthaltene irrationale Function \'<p(x) eliminirt, 
so erhält man 

Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung ist wirklich eine ganze 
Function von x vom Grade 2n-f — 2, denn es ist (-|^) = (jfc) (J$j\) 

= v(*)(Jj) ? < wo »(*) vom Grade /*> (|f) vora Grade dj)* 

vom Grade 2» — 2, also (-gj) vom Grade 2n-\-[i — 2, während (^y) von 

demselben Grade wie ü, also vom Grade 2» ist; sobald demnach 

fx>7 ist, so ist der ganze obige Ausdruck vom Grade 2n-\-fi — 2. Da 
nun jene ganze Function 

(£)'-^)(f)' 

27 
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für jeden der Gleichung tf = 0 genügenden Werth von x verschwindet, so 
ist sie dorch V algebraisch theilbar. Es sei 

dann ist Fvom Grade n-f p — 2, nämlich dV=2n-\- p — 2 — dU=n-\- p — 2. 
Um V zu finden, oder wenigstens den speciellen Werth, den V annimmt, 
wenn für x eine Wurzel der Gleichung U= 0 gesetzt wird, diflercntiire man 
nach / allein, indem man y als constant ansieht und setze nachher U = Q; 
man erhält 

Um den Ausdruck zur Linken durch (4^) dividiren zu können, mufs man 
für (|^) seinen Werth aus der Gleichung -f (|^)^ = 0, oder 

(^■h(^)Mr) sel«en; man erhält so, wenn man sogleich mit (-§£) 
dividirt: 

Dieser Ausdruck für den speciellen Werth von V , obgleich sehr einfach, 
kann doch nicht zum weitern Fortschritt und zur Auffindung des allgemeinen 
Werthes von V benutzt werden, denn er ist keine ganze Function von 

zwar ist (^Jr) eine solche, aber nicht was noch die Irrationalität 

y'y(x) enthält; man mufs also (37^7) durch einen andern Ausdruck ersetzen. 

Diflerentiirt man nun die Gleichung = 0 noch einmal nach 

allem /, so erhält man 

dies von dem Ausdrucke für F, 

_*;= (^)-(P(£)'-(£)&- 

*) Allgemein ist hier ein Werth, wenn in ihm die Variabein x und y gänzlich von 
einander unabhängig angenommen werden können; speciell, wenn er nur in sofern gültig 
ist, als die Variabein x und y mit einander durch die Gleichung V = 0 verknöpft werden. 
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Dieser Ausdruck für V ist sicher eine ganze Function von x, denn 

ist ganz und vom Grade n-f ft~ 2; und (-|pr) sind, ebenso wie l/, 

ganz und vom Grade », weil die partielle Differentiation nach y in dieser 
Hinsicht gar nichts ändern kann; endlich [^j = tp(y) und -^r— IV'OO ent- 
halten x gar nicht; es ist also wirklich der znletzt aufgestellte Ausdruck für 
V ganz in x, und wir sehen, dafs er vom Grade ft-f~/4 — 2, also sein Grad 
— dV ist. Die Differenz zwischen dem allgemeinen V und jenem Ausdruck . 
ist folglich, nach den im Anfange auseinandergesetzten allgemeinen Principien, 
durch V theilbar und man hat für jeden Werth von x und y: 

'-0-(^(4r)'-(f)&+™ 

wo W eine ganze Function von x ist. Der Grad von W ist leicht zu bestimmen, 
denn es ist d(UW) = ( u-2, W = n, folglich dW= ^-2; 

der Grad von W ist also, was sehr wesentlich zu bemerken, ganzlich unab- 
hängig von dem Grade von U und hängt nur von dem der Function tp(x) ab. 

Setzt man nun den jetzt gefundenen allgemeinen Werth von V in die 
Gleichung 

(4r )' = ur, 

ersetzt und |Jf durch ihre Werthe y(y) und ly'(y)i una * übertrügt 

die Differentiationen nach t f wenn man will, auf solche nach x, so erhält man 
ein sehr allgemeines Theorem , nämlich eine partielle Differentialgleichung für U f 
welche man Zerfällen kann, sobald die Zusammensetzung von U in Bezug 
auf y festgesetzt wird. 

Es sei V von der Form P-\- Qy, wo P und Q von y unabhängig 
sind, JP = n, <r(?=»-l und in P der Coefficient des höchsten Gliedes = 1 
ist; dann ist also, wenn man U nach x ordnet, der Coefficient des höchsten 
Gliedes = 1, und die übrigen Co€fficienten sind von der Form a-\-6y, wo a 
und b constant sind. Ferner seien <p(x) und y(y) ganze Functionen vom 
vierten Grade. Unter diesen Voraussetzungen, welche bei der Transforma- 
tion der elliptischen Integrale Statt finden, hat man (—)=#, (^) = o, 

© = Q + (f?)r, (§£) = © + (!£)r. »V-2. N^h Ein- 

27» 
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setzung dieser Werthe gebt die partielle Differentialgleichung in 

l< •) K&) + GSM' - *r> V = " Kg) + (S9r " *«Wr> + ™1 

• 

über. Man überzeugt sich leicht nach der für U festgesetzten Fora, dafe V 
sowohl als W auch in Bezug auf y ganz sein werden. Was die Grade dieser 
ganzen Functionen in Bezug auf y betrifft, so wird der Grad des Ansdrucks 

welcher = UV ist, offenbar gleich dem vom y(y), a ' so =4, mithin der 
von V gleich 3; von demselben Grade 3 ist offenbar auch der für V—UW 
gewonnene Ausdruck 

denn dessen Grad in Bezug auf y ist gleich dem von v'(> ), weil (^r) nur 

vom ersten, dagegen y/(y) vom dritten Grade ist; folglich ist auch UW vom 
dritten (höchstens) und W also vom zweiten Grade in y. W ist also sowohl 
in x als in y vom zweiten Grade, und man kann setzen: 

wo p, q, r vom zweiten Grade in x und von y unabhängig sind. Es bleibt 
also nun weiter nichts zu thun, als diesen Werth von W in die Gleichung (1.) 
zu setzen, Alles auf beiden Seiten nach Polenzen von y zu ordnen und 
die CoSfficicnten derselben Potenzen einander gleich zu setzen. Man erhält 
durch diese Zerfällung, da beide Seiten der Gleichung (1.) in Bezug auf y 
vom fünften Grade sind, sechs Gleichungen, von denen aber nur drei totale 
Differentialgleichungen für P und Q sind, während die übrigen drei zur Be- 
stimmung der drei Functionen von x, zweiten Grades, p, q und r benutzt werden 
können. Die weitere Ausführung dieses Gegenstandes, welche keine Schwie- 
rigkelten hat, überlasse ich dem Leser, da es mir nur darauf ankam, die Prin- 
eipien und die Methode so klar als möglich auseinanderzusetzen. 
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IV. Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelproducte, 
aus welchen die elliptischen Functionen als Quotienten 
zusammengesetzt sind. 



1. 

So wie bei den Kreisfunclionen unendliche Producle vorkommen , deren 
Factoren dadurch definirt werden, dafs sie der Reihe nach für alle Werthe 
der Variabein verschwinden, welche Glieder einer nach beiden Seiten fortge- 
setzten arithmetischen Folge sind, d. h. für alle Werthe von der Form um-\ß, 
wenn im alle ganzen (positiven , negativen und Null) Zahlen von — oo bis x 
und a, /? Constanten vorstellen: so setzen sich die elliptischen Functionen aus? 
unendlichen Doppelproducten zusammen, bei welchen die Wurzelwerlhe der 
einzelnen Factoren durch die Glieder einer arithmetischen Reihe mit doppel- 
tem Eingang bestimmt werden, d. h. durch die Glieder einer Doppelreihe, 
deren allgemeines Glied die Form am-\-ßn-\-y hat, wo m und n gleichzeitig 
und unabhängig von einander alle ganzen Werthe von — oo bis oo durchlaufen. 
Die bei den Kreisfunctionen vorkommenden unendlichen Producte sind also von 
der Form 

und die bei den elliptischen Functionen vorkommenden unendlichen Doppel- 
producte sind von der Form 

n\\ * , }• 

\ a m -f- flu -j- y * 

Ehe ich zu der genauen Untersuchung dieser letztern unendlichen Dop- 
pelproducte Obergehe, will ich zunächst einen Augenblick bei der Betrachtung 
des Ausdruckes am-\-ßn-\-y selbst verweilen, in welchem die drei Conslanten 
a, ß, y im Allgemeinen irgend welche complexe Werthe haben können. Es sei 

am-\-ßn -\-y = u. 
Diesen Ausdruck u kann man als eine Form ansehen, durch welche ge- 
wisse Werthe dargestellt werden können. Die Natur des Ausdrucks hangt 
in dieser Hinsicht offenbar hauptsächlich von dem Verbaltnifs der beiden 
Coefficienten a und ß ab, und y spielt nur eine Nebenrolle. Wenn o zu ß 
in reellem und rationalem Verhfiltoifs steht, d. h., wenn der Quotient einer 
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reellen und rationalen Zahl gleich ist, so stellt der Ausdruck tf jeden Werth, 
welchen er darstellt, unendlich oft dar, d. h. es giebt dann jedesmal unendlich 
viele zusammengehörige Paare von ganzen Werthen m, n, für welche u einen 
und denselben Werth annimmt; denn es sei in der That, wenn dieser Fall 

Statt findet, — in den kleinsten Zahlen rational ausgedruckt = — , wo ft und r 
a (a 

ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler sind, und man setze a = ,ud, 
ß = yd, so wird 

u = J(fim-\ vn)-\-y, 

und da Iiier der Ausdruck /*wi-f vn jede ganze Zahl und jede unendlich oft 
darstellt, so sind die Werlbe des Ausdrucks « nichts anders, als die Werthe 
von dm-\-y, wenn man jedon derselben unendlich oft geschrieben denkt; mit 
andern Worten: m stellt nur die Glieder einer einfachen arithmetischen Reihe 
dar, aber jedes derselben unendlich oft; in diesem* Falle würde also das un- 
endliche Doppelproduct nichts anders sein, als ein unendliches einfaches Pro- 
ducta in welchem man jeden Factor unendlich oft geschrieben hätte, der Werth 
des Products wäre also stets unendlich grofs, und deshalb ist dieser Fall 
unbedingt auszuscbliefsen ; aus denselben Gründen ist natürlich der Fall aus- 
zuschliefsen, wenn einer der beiden Coefficienten a, ß (oder gar beide) Null 
wären. Wenn zweitens a zu ß in reellem, aber irrationalem Verhältnisse steht, 
so sei ß = wa und w reell, aber irrational; der Ausdruck u wird dann zu 

Hier kann, da cu irrational ist, nach einem bekannten Satze, m-f nw jeder be- 
liebigen reellen Gröfse so nahe kommen, als man will, und zwar geschieht dies 
für unendlich viele Paare m, »; es kann also auch u jedem Werthe von der 
Form ak-\-y, wo Ar beliebig reell ist, für unendlich viele ganze Werthe m, n 
beliebig nahe rücken. Diese Folgerung ist aber in Bezug auf das unendliche 
Doppelproduct ebenso wenig annehmbar, als die des ersten Falles, und des- 
halb der zweite Fall gleich dem ersten zu verwerfen; man müßte denn fest- 
setzen, dafs für m und n nicht alle ganzen Werlhe genommen werden sollen, 
sondern nur solche, welche noch einer gewissen Bedingung genügen, etwa 
der, dafs ein dem u ähnlicher Ausdruck a';«-f /?'w»-f/ oder vielmehr dessen 
rmnlylischer Modul stets zwischen ganz bestimmten Grenzen eingeschlossen blei- 
ben solle. Es bleibt noch der dritte Fall, wenn « zu ß in imaginärem Ver- 
hältnifs steht, wenn also der reelle Theil des Quotienten der beiden comp! exen 
Zahlen « und ß von Null verschieden ist. Dieser Fall hat nicht die Schwie- 
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rigkeiten der andern beiden Fälle; denn während dort die Anzahl der gan- 
zen Werthe von m und n, für welche der analytische Modul von u zwi- 
schen bestimmten Grenzen liegt, stets anendlich grofs ist, sobald sie von 0 
verschieden ist, d. h. sobald nur überhaupt irgend ein Werth des Moduls von 
tt zwischen jene Grenzen fällt: so ist hier dagegen diese Anzahl stets endlich 
und begrenzt. Es möge der analytische Modul einer complexen Zahl durch 
den Buchstaben M bezeichnet werden, so dafs M(p-\- qi) = -j-y^-f-g 7 ), 
wenn p und q reell sind; es sei ferner a = a-\-a'i, ß = b-\-b'i, y — c-\-c'i. 
Setzt man am -f- bn-\- c = v, welches der reelle Theil von u ist, und 
ä m-\-b' 'n-j-c' = v', welches der Coefficient von i in u ist, so erhält man 
M(v)= i{v 7 -\-v n )\ soll nun Jff(w) zwischen gewissen Grenzen liegen, so 
müssen um so mehr v und tf t abgesehn vom Zeichen, zwischen denselben Grenzen 
liegen, also liegen auch v — c und v' — c' dann zwischen ganz bestimmten Gren- 
zen, und da die Determinante ab' — bat des linearen Systems von Gleichungen 

am 4- bn = v — c, 
a'tn-\-b'n = t?' — c', 

durch welches man u§ und n in v — e und v' — <t ausdrücken kann, in unse- 
rem Falle von 0 verschieden ist, so sind auch m und n zwischen bestimmte 
Grenzen eingeschlossen, und da zwischen diesen nur eine endliche Anzahl von 
ganzen Werthen liegen, so exisiirt um so mehr nur eine endliche Anzahl 
von ganzen Werthenpaaren tn, n, für welche M(u) zwischen den gegebenen 
Grenzen liegt. Namentlich giebt es also nur eine endliche Anzahl von Com- 
bi nationen tn, n, welche den analytischen Modul von u kleiner machen, als 
irgend ein gegebner positiver Werth. Wir setzen demnach hier stets das Ver- 
hältnifs der beiden Coefficienten a und ß als imaginär voraus. Diese Betrach- 
tungen sind nicht neu, aber es schien mir nicht unpassend, sie hier besonders 
hervorzuheben. 

Die Eigenschaften eines Products lassen sich am besten untersuchen, 
wenn man die Logarithmen der einzelnen Factoren betrachtet. Die Variable x 

ia. unserem Producle — wird als beliebig complex vorausgesetzt. 
Der Logarithmus von 1 — ^ lafst sich in eine convergente Reihe nach Poten- 
zen von x entwickeln, sobald M(u)> M(x) ist; es ist daher zweckmässig, 
von dem Producte vor der Hand diejenigen Factoren auszuschliefsen, in wel- 
chen ilf(«) ^ üf(«) ist; die Anzahl dieser auszuschließenden Factoren ist nach 
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dem Vorhergehenden endlich, und es werde das Product der übrigen durch 

«•(' -e 

bezeichnet, in weichen also m und n nur diejenigen ganzen Werthe durch- 
laufen, welche der Bedingung M («) ■> M (x) genügen. Unter dieser Vor- 
aussetzung ist 

, f. x\ x x* X* X* 

folglich der Logarithmus des ganzen Productes 

(.1.) _-a.^ v 2 ^ _________ 4 ^ etc., 

die Summen mit accentuirlem Zeichen «5"' erstrecken sich ebenfalls nur Ober 
diejenigen ganzen Werthe von m und n, welche der Bedingung M(u)> M(x) 
genügen, und die Anordnung der Werthe von ti in diesen Doppelsummen, 
d. h. die Reihenfolge, in welcher die Glieder addirt werden, ist dieselbe, als 
diejenige, in welcher die Factoren des Products multiplicirt werden sollen. 
Diese Umformung des Logarithmen des Productes ist statthaft, sobald man 
zeigen kann, dafs die Summen, welche die Coefficienten der Reibe (1.) bilden, 
convergent sind, und dafs die Reihe (1.) selbst convergirt, unabhängig von 
der Reihenfolge ihrer Glieder; also auch dann noch, wenn man statt aller 
Glieder ihre analytischen Moduln setzt. Was nun zunächst die Coefficienten 
der Reihe betrifft, so werde ich beweisen, dafs sie vom dritten ab inclusive, 
also die Coefficienten von x 1 , x\ x\ in inf. nicht blofs convergiren, son- 
dern sogar gfinzlich unabhängig von der Anordnung der Werthe u sind und 
stets ganz bestimmte und immer dieselben Werthe annehmen, in welcher 
Reihenfolge man auch die Glieder der Summen beim Addiren auf einander 
folgen läfst; die Coefficienten von x und x 2 dagegen, nämlich die Summen 

^'i- und 2'-^ können zwar convergent sein, wenn man ihre Glieder in 

passender Reibenfolge addirt, aber sie sind weder stets convergent, bei jeder 
Reihenfolge, noch behalten sie immer denselben Werth, wenn man von einer 
Anordnung der Glieder, bei welcher sie convergiren, zu einer andern über- 
geht. Es convergiren nämlich die Summen 

uf 

unabhängig von der Anordnung der Glieder, und auch dann noch, wenn man 
statt aller Glieder ihre analytischen Moduln setzt, so oft der Exponent // ;> 2 
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ist. Erselit man in der Thal alle Glieder in dieser Reihe durch ihre analyti- 
schen Moduln, indem man a, ß, y in ihre complexen Werthe a~a-\-a'i, 
(i=b+b% y = c+c'i auflöset und demnach ti = am+ e»+ c-f itfm-\-b'n-\ V), 

setzt, so erhält man 

r ! . 

es ist also blofs zu beweisen, dafs 



convergirt, wenn fi > 1 ist. Dieser Salz ist nur ein specieller Fall eines 
viel allgemeineren, welchen ich, da er auch bei andern Untersuchungen von 
Nutzen sein kann , hier in Folgendem auseinandersetzen will. 
Die rfache Reihe 

2 1 

in welcher alle Indices r«,, »»,, Wlj , .... w, alle ganzen \\ erthe von — oo 
bis -» durchlaufen mit Ausschlafs der einen Combination 

m 1= =0, in, — 0, in, = 0, 

convergirt, wenn ,">ir ist. 

Man beweiset zunächst, dafs die Reihe convergirt, wenn die Indices 
blofs alle positiven ganzen Werthe durchlaufen. Man theile die ganze Reihe 
unter dieser letztern Voraussetzung in Partialreihen , auf die Art, dafs in der- 
jenigen von diesen Partialreihen, welche ich durch (Ar,, A s , .... k r ) bezeichne, 
die Indices den folgenden Beschränkungen unterworfen sind: 

/ 2*' ^ », < 2*.+\ 
l 2** ^ », < 2*' + \ 
(tf.) < 2*- < m, < 2*' + \ 

( 2'* ^ m t < 2 l * + \ 
wo A*i, .... k T combinando nach und nach jede der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, in inf. 
vorstellen können. Die Anzahl der diesen Beschränkungen genügenden Werthe 
beträgt für jeden einzelnen Index 2* +1 — 2*= (2— 1)2* = 2 1 , also beträgt die 
Anzahl der Combinationen der Indices 

wii , wti , Mj , .... m,, 

28 
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welche jenen Bedingungen genügen offenbar 2 1 " 2*«.... 2* t = 2 iA = 2", wenn 

durch x = *' +*» + - :-^** L das arilhmeüsche Mittel aller Ar bezeichnet Wird; 

dies ist die Anzahl der Glieder der Partialreihe. Was die Glieder selbst betrifft, 
so zieht man aus den obigen Ungleichungen die folgende: 

-22" <: m\ 4- w; -f m\+ . . . -]- m] < ^2 ll4 % 
folglich um so mehr 2 7 "-±Zm 2 , da x nicht gröfser als wenigstens eine der 
Zahlen Ar,, A\, .... Ar,, also 2^<^2 ? * ist; und hieraus wiederum 

i ^ 1 



folglich sind sammtliche einzelne Glieder der Partialreihe nicht gröfser als -j^, 

und da ihre Anzahl, wie schon bemerkt, 2" betragt, so ist die Summe aller 
Glieder der Partialreihe nicht gröfser als 

2«« Iii 1 



die Summe aller Partialreihen , fftr welche Ar,, Ar,, k t sämmtlich nicht 

gröfser als die bestimmte Zahl Ar sind, ist mithin nicht gröfser als 

2 2. — , j^zr >- T . 



f 2 t 



1 x._l_4._L_+ j. 1 

T „I^r-r T I»-t T • • • • , 



2~ 2 2 J « 2 • 

Diese geometrische Reihe convergirt für Ar = oo, sobald 2/4 — f positiv, also 
,«■> ist, und hat dann zur Summe 

7u—l 

i 2 ■ 



1 5^7 2 ' -1 

2 * 

Es ist also die Summe aller dieser Parlialsummen , d. h. die Summe aller Glieder 
der vorgelegten Reihe, für welche die Indices den Bedingungen genügen, 
0<»,<2 iM . 0<f» 3 <2^ 1 , 0<r«i J <2' +I , ... 0<«. f <2* !l 



i.'u— t 



kleiner als <i~r — / ™ ( so grofs auch k geuommen wird, wenn 

| 2 — -l| (2 ** -l) 
nur der Exponent ft gröfser als die halbe Ordnung der Reihe £r ist. Da man 
nun. wenn die Summntionen in der vorgelegten Reihe sich von /*, = J bis 
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m, = if,, » 2 = 1 bis «2= Af ? , .... «,= 1 bis w r =if r erstrecken, immer k 
so grofs annehmen kann, dafs 2 lM gröber als die gröfste der Zahlen M t . 
ilfj, Jf, wird, so ist hiermit die Convergenz der Reihe erwiesen und 

zugleich, dafs ihre Summe <^ f . i/t _ t — ^7 ist. Für negative Werthe der fn- 

(2 * -i) 

dices erhält die Reihe denselben Werth, als für positive, da in ihr nur die 
Quadrate der Indices vorkommen. Es bleibt noch der Fall, wenn einer oder 
einige der Indices, z. B. a derselben, wo 0 <C'a <! r ist, den Werth Null haben, 
d. h. es bleiben noch diejenigen Glieder der ursprünglich vorgelegten Reihe 
zu betrachten, in welchen a Indices den Werth Null erhalten. Dieser Theil 
der Reihe kann ab eine (r — o)fache Summe von derselben Form als die vor- 
gelegte und mit den r — a nicht verschwindenden übrigen Indices angesehen 
werden, welche nach dem vorhergehenden sicher convergirt, da ja um so mehr 
«>J(t — a) ist, wenn schon fi > \t war. Da also auf diese Weise die 
ursprüngliche Reihe aus einer endlichen Anzahl von convergirenden Reihen zu- 
sammengesetzt wird, so convergirt sie ebenfalls. Man könnte übrigens ebenso 
leicht zeigen, dafs sie nothwendig divergirt, sobald fi <^ £ x ist. Auf dieselbe Weise 
könnte man auch den noch allgemeineren Satz nachweisen, dafs die xfache Reihe 

— — — convergirt oder divergirt, je nachdem /u > — oder <^ — 

(ml-\-m%-\- T**"} v v 

ist; nur mufs man bemerken, da(s die Summe nur positive Werthe der Indices 
umfassen darf, wenn v ungerade ist. 

Der eben bewiesene Satz über die Convergenz einer Gattung von rein 
numerischen Reihen dient nur als Hülfssatz, um die Convergenz einer allge- 
meineren Gattung darzulhun, welche eine grofse Anzahl von constanten Coef- 
firienlen in sich schliefst. 

Denn man nehme irgend ein System von t 1 reellen Constanten a an. wie: 

/ <>, «T'i tf», • • • • a?\ 
\ af >, «f\ a?\ .... 
(4.) 1 «$» <,<», af\ .... <$K 



[ fli«>, «?>, .... a[», 

welche der einzigen Bedingung unterworfen sind, dafs die aus dem System 
gebildete Determinante von Null verschieden sein soll, und formire mit Hülfe 
dieser Constanten als Coefficienten r lineare und homogene Verbindungen w 
der r Indices m t , »*, .... nämlich 

28« 



■ 



Digitized by Google 



— 230 — 



«, = Hl 1 '«, -f 

w, — a& ,) m l -f oJ 2) «, -f -j- «$ t) mi, , 

man nehme ferner noch r andere reelle Constanten r,, c 2 , c r an und 

bilde die Verbindung 

welche als eine Function der t Indices m M m,, i» r zu betrachten ist, 

und insofern die allgemeinste positive Form zweiten Grades mit r Variabein 
vorstellt; dann behaupte ich, dafs die rfache Reihe 

in welcher alle Indices in unabhängig von einander alle ganzen Werthe von 
— ao bis sc durchlaufen *), ebenfalls convergirt, sobald der Exponent ,u >> \t ist. 

Man wähle irgend ein System von r nicht negativen ganzen Zahlen 
Ar,, Ar,, — k r und betrachte alle ganzen "Werthe der Indices w,, »?. , — «i T , 
welche den folgenden r Bedingungen Genüge leisten: 

/Ar, ^ %,-(-«,) < A-, + 1, 



U r ^iW(tt> T -fc t )< Ar T -fl, 
deren allgemeine Form Ar^ Jf (ip-J-cX Ar-f 1 ist. Die Anzahl dieser Werthe 
ist stets endlich und läfst sich in ganz bestimmte Grenzen einschliefsen, welche 
von den ganzen Zahlen Ar M Ar,, .... k x unabhängig sind. Wenn man näm- 
lich die linearen Gleichungen , welche die w durch die m ausdrücken, algebraisch 
nach den i» auflöset, so erhält man ein ganz bestimmtes System von t 1 neuen 
Ooefficienten : 

/ *T\ *f\ w • • • • w\ 
\ U'i, 4f>, 4f>, .... w>, 

(Ä) j «\ *$*>, .... tf», 
( 44«, *?\ *<», .... 4<«\ 



*) Es kann höchstens eine einzige Comfcination der Indices geben, für welche Si = 0 
ist , nämlich für welche die sämmllichcn r Gröfsen von der Forin tc-f-r verschwinden; 
diese Combinalion ist, wenn sie existirt, in der Reihe ausxuschliefsen. 
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mil deren Hülfe die m durch die so linear ausgedrückt werden , wie folgt : 



Dies erfordert aber wesentlich, dafs die Determinante des Systems (J.) und 
somit auch die des Systems (B.) von Null verschieden sei, wie wir es vor- 
ausgesetzt haben. Da nun in den Ungleichheiten (Ä.) die Moduln der Gröfsen 
von der Form te + e vorkommen, so ist es passend, u>-\-c durch üf(ie-f c) 
auszudrücken und w -\-c = e M (w-\-c) zu setzen, wo * sowohl = ~-i als 
== — i sein kann, da to-\-c sowohl positiv als negativ genommen werden darf. 
Man setze nämlich 

Wg-\-Ci =■ *iÜf (Wi-j-Ci), = fjJf(t0j -fc 4 ), u. s. w., 

wo jeder der Buchstaben u. s. w. jeden der beiden VYerthe +1 haben 

kann; die Anzahl dieser Zeichen -Combinationen ist 2*. Jede der Gleichungen 
von der Form 

m = W>m l + iP>y> t + .... -\-V»w T , 
wo der untere Index von m and von * irgend einer aus der Heibe 1, 2, 3 
bis % sein kann, laTst sich zunächst anf die Form 

m = b<"(w t +c t ) + *<'>(*M-0 + .- + »'K-r+e,) - • • • • T* 0 ',), 

und dann auf die Form 

-(*•>«, + *»«,+ ....+*««;) 

bringen, wo in den Summen a die Werthe 1, 2, 3, r (f.) erhält. Nun 

liefert jede Ungleichheit von der Form 

*^ + ft+l> 
in welcher der untere Index von w, und e irgend eine Zahl a aus der 
Reihe (/.) sein kann, wenn man sie mit tb multipKcirt, wo der untere Index 
von « und der obere von b ebenfalls a ist, eine andere, entweder von der Form 

tbk <: tbM(w + c) < sbk+tb, 

oder von der Form 

cbk-\-tb < ebM(w+c) <1 ebk, 

je nachdem tb positiv oder negativ ist; addirt man alle diese Ungleichheiten, 
welche den verschiedenen Werthen von a entsprechen und berücksichtigt hier- 
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bei die eben erwähnte Verschiedenarligkeit der Form, so erhalt man 

+ P 2* m V»M{w m +c m ) <, St.V'k. + f, 
wo p die Summe aller negativen und q die Summe aller positiven Glieder 
der Reihe 

,,A"\ *,6<'\ (i b»>, .... 
bezeichnet. Subtrahirt mau in dieser letzteren Ungleichheit von allen Gliedern 
die Gröfse Hb M c„^ so wird das zwischen den Zeichen ^ atehende nach dem 
Obigen der Werth von m, nnd man erhall 

Wenn eine ganze Zahl in, wie hier, zwischen zwei reelle Grenzen einge- 
schlossen ist, oder mit diesen zusammenfallt, so kann die Anzahl ihrer Werthe 
nie gröfser sein als die um eine Einheit vermehrte Differenz der Grenzen; 
hier ist die Differenz der Grenzen offenbar =q — p t d.h. gleich der Summe 

der absoluten Werthe der Gröfeen t,b 0) , # : A (? >, f r *°\ folglich 

=z£M , und die Zahl der Werthe von m, wolche zwischen diesen Gren- 
zen eingeschlossen sind, oder mit ihnen zusammenfallen, ist daher höchstens 
=^ 1 -i-SMW*). Die Ungleichung, durch welche m zwischen bestimmte Gren- 
zen eingeschlossen wird , steht fOr t Ungleichheiten , welche ans ihr borvor- 
gehen, wenn man m und die 6 nach und nach mit jeder der Zahlen ans der 
Reihe (/.) als unterem Index versiebt; es ist folglich die Anzahl der Werthe 
von »»,, von wt 7 , von »i 3 , u. s. \v., welche diesen Bedingungen der Reihe nach 
genfigen, höchstens und respective 

= l-f JW), =1-|^W(^>), = \+2MW>), u. s.w. f.; 

die Anzahl der Combinationen von ganzen Werlhen wi,, im,, m,, im,. 

welche allen diesen r Bedingungen zugleich genügen, ist demnach höchstens 
gleich dem Producle 

[i + ^jf («•>)] [i -j summ + [H- zMwn, 

und da diese Schlüsse für jede der 2' Zeichen - Combinationen gelten, durch 

welche die Werthe von <,, t*. *, bestimmt werden, nnd deren jeder ein 

solches System von Ungleichheiten für wi,, im,, m T entspricht, so ist im 

Ganzen die Anzahl aller Combinationen von ganzen Werthen «t,, w» 3 . . 

welche den Bedingungen (ÄV) genügen, gewifs nie gröfser als 

Wird dieses letztere Producl durch C bezeichnet, so kann also jene Anzahl 
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nie gröber sein, als die Constanle C, welche, wie es behauptet wurde, gönz- 
lich unabhängig von den ganzen Zahlen Ar., *„.... ist und stets dieselbe 
bleibt, welche Werthe man auch den letzteren beilegt. Im Allgemeinen : wenn 

Ar,, Ar 2 , * T ; ä,, <f 2 , <t r irgend welche 2 t positive Werthe haben. 

so ist die Anzahl der Combinationen ganzer m, welche den Bedingungen 

Ar, ^ < *.-K, 

Ar, ^ Jf < + 

Ar, ^ + 

genügen, stets ^ 2 I (l-f^ IF 3l(Äi«'>))(l-j- ^ Jf(*i«>)) .... (i-j-^ilf 

und wenn Ar,, Ar,, irgend welche reelle, J,, tf 2 , aber irgend welclie 

positive Werthe haben, so ist die Anzahl der Combinationen ganzer m, welche 
den Bedingungen 

Ar, <; avj-Ci < Ar,-ftf,, 
Ar» »a-j-c, < A" 2 -f J,, 



*t ^ T r r < *i + dr « 
genügen, stets. ^ 0 +^ # Af(M w> »(l -f-So\ ... • (1 t-^'W'»; 
die obere Grenze für diese Anzahlen ist also stets unabhängig von den Zah- 
len Ar,, Ar., und hangt nur von den Differenzen <T,, d\, ab. Es ist 

dies ein höchst wichtiger und bei vielen Anwendungen, welche die Ver- 
allgemeinerung specialer Sätze betreffen, unentbehrlicher Satz, dessen Beweis 
sich jedoch, so viel ich bemerkt habe, noch nirgends findet. Sollte er dessen- 
ungeachtet schon irgendwo gegeben sein, so verzichte ich gern auf die Priori- 
tät, auf welche ich auch in Bezug auf viele andere Dinge gern verzichten will, 
dürfte ich nur dadurch des oft sehr lästigen und Zeit raubenden Durchstöbern* 
aller möglichen Bücher überhobeu sein, in welchen möglicherweise über diesen 
oder jenen Gegenstand schon etwas angedeutet sein könnte, um so mehr, da 
meine Verhältnisse mir nicht erlauben . stets eine reichhaltige Literatur bei der 
Hand zu haben. 

Wenn man in der Reibe 2:-—- deu Complex derjenigen Glieder be- 
trachtet, für welche die Indices tu,, »i,, .... m, den Ungleichheiten (K) 
genügen: wenn man diesen Complex, der als eine Partiaireibe betrachtet wer- 
den kann, durch (Ar,, Afj, Ar,) bezeichnet, und nun in diesem Ausdrucke 

(Ar,, Ar,, Ar r ) die verschiedenen fs t unabhängig von einander, alle nicht ne- 
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gativen ganzen Werth« dorcbJaufen läßt, so erschöpft man offenbar durch die 
Totalität aller, der anendlich vielen hieraus hervorgehenden Partialreihen alle 
Glieder der Reihe -T-^-, und es ist folglieh 

wenn in der zweiten Summe Ar, , Ar, , Ar r alle ganzen YVerlhe von 0 bis ac 

durchlaufen. Von der andern Seite ergehen sich aus den Ungleichheiten (IC.) 
die folgenden: 

+«?,)' <(*i + l)', A^(ii>H-<fc) a <(Ar 1 -}-l)\ "-s.w., mithin 

< (*.+ !)' + + ..-H- (*r + 0\ 

und wenn nicht alle Ar der Null gleich sind, so folgt hieraus 

1 1 1^.-1 



Ks sind folglich, mit Ausschlufs der Partialreihe (0, 0, ... . 0), alle Glieder der 
l'artialreihe (Ar,, Ar,, Ar T ) nicht gröfser als . . 1 — prsrjr, und da die 

Anzahl der Glieder dieser ParÜalreihe nicht gröfser ist, als die Constante C, 
welche für alle Partialreihen dieselbe bleibt, so ist die Summe aller Glieder 

der Partialreihe nicht gröfser als a , -j— ; dieses Resultat gilt für 

alle Partialreihen mit Ausschlufs der einsigen (0, 0, .... 0); zerlegt man daher 
die Reihe 2~ in die Partialreihe (0, 0, ... . 0) und in die Summe aller übri- 

gen Partialreihen und wendet auf jede dieser übrigen das eben gefundene Re- 
sultat an , indem man besonders bemerkt, dafs C für alle Partialreihen denselben 
Werth hat, so erhält man 

^■7~ = ^(A-, , Ar, , — Ar t ) = (0, 0, — 0) -{- -2" (Ar, . A* 2 , .... Ar,)* (0,0, .... 0) 

£ (0, o, . -0)4-^ 1 

wo f ein Ausschliefsungszeichen ist ; da nun die Reihe (0, 0, 0) nnr eine 

endliche Anzahl, nämlich nicht mehr als C Glieder enthalt und die Reihe 

,i*v - in we,cher die Indices Ar,, Ar,, .... Ar, aüe nicht ne- 

^lii + ÄiT T*t/ 

gativen ganzen Werthe mit Ausschlufs der einen Combination 0, 0, .... 0 
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durchlaufen, nach der weiter oben angestellten Untersuchung convergirt, wenn 
«;> It ist, so ist hiermit auch die Convergenz der Reihe -2"— für den Fall 
fi >• i r nachgewiesen. 

Die Doppelreihe -2T- — — , ,, . . .„ , welche sich von 

der andern , in welcher vor demselben allgemeinen Gliede steht, nur durch 
das Hinzutreten einer endlichen Anzahl von Anfangsgliedern unterscheidet, ist 
offenbar unter den eben betrachteten Reihen enthalten, wenn man t==2 setzt 
und die Bedingung hinzufügt, dafs die Determinante ab/— ba' von 0 verschie- 
den sein soll ; diese letztere Bedingung ist aber erfüllt, sobald vorausgesetzt wird, 
wie wir es schon aus anderen Gründen angenommen haben, dafs der Quotient 

— - a + " /< . ia-\-a'i)(l> — Vi) ab+dV __ . aV—clb 
fi — b + h'i ~~ 6»+6" ~ 6*+6'* 

keiner reellen Zahl gleich sein soll. Es convergirt mithin die Reihe 

1 sobald , t >l ist, 



und es convergirt folglich auch die ursprüngliche Reihe ~' f -J;, so wie die Reihe 
in welcher xn und n alle ganzen Werlhe ohne Beschränkung durchlaufen 

können, unabhängig von der Anordnung der Glieder, sobald ,«>2; wenn 
aber fi ^2 ist, so convergiren diese letzteren beiden Reihen, selbst wenn 
sie überhaupt convergiren, doch sicher nie unabhängig von der Anordnung 
der Glieder; denn es füllt nicht schwer, durch Hülfe der obigen Principien 

auch die Divergenz der Reihen von der Form 2~ in allen den Füllen nach- 
zuweisen, wenn fi <^ ix ist Es bleibt indessen hier noch eine Lücke : es ent- 
steht nämlich die Frage, ob der umgekehrte Satz eines bekannten Satzes richtig 
ist, ob nämlich eine von der Anordnung der Glieder unabhängig convergirende 
Reihe stets convergent bleibt, wenn man statt aller Glieder der Reihe deren 
analytische Moduln nimmt, ob man daher daraus, dafs eine Reihe in eine diver- 
gente übergeht, wenn man statt der Glieder deren analytische Moduln schreibt, 
nothwendig schliefen darf, dafs die Reibe in ihrer ursprünglichen Form nicht 
unabhängig von der Anordnung der Glieder convergiren könne. Wenn alle 
Glieder der Reihe reell sind, so mufs für sich allein die Summe aller positi- 
ven, so wie die Summe aller negativen Glieder eine ponvergente Reihe bilden. 

29 
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und deshalb convergirt dann aueh die Summe der absoluten Werthe aller Glie- 
der; wenn aber die Glieder complex (imaginär) sind, so bringe man das 
allgemeine Glied auf die Form r(cosy-f tsiny), wo r der Modul des Glie- 
des ist: dann müssen auch die beiden Reihen, deren allgemeine Glieder rcosy 
und rs\n(p sind, unabhängig von der Anordnung der Glieder convergiren, und 
da in ihnen die Glieder reell sind, so müssen sie diese Eigenschaft auch behalten, 
wenn für cos«/-/ und s'm(f stets nur der absolute Werth gesetzt wird; da nun 
abgeschn vom Zeichen cos<y><Cl, sin tp<Zi und deshalb cosy* < cosy, 
sin </r -< sin rp ist, so müssen um so mehr die Reihen, deren allgemeine Glieder 
rcosrp* und rsinr/? sind, in demselben Sinne convergiren, denn sie entstehen 
durch Verkleinerung des numerischen Werthcs aller Glieder aus den beiden 
vorhergehenden. Jene Reihen, welche nun aus lauter positiven Gliedern rcosy\ 
rs'mqr zusammengesetzt sind, geben durch Addition eine ebenfalls conver- 
gente Reihe, deren allgemeines Glied == r (cosy 3 -f sin</r) = r ist, nämlich 
gleich dem analytischen Modul des allgemeinen Gliedes der ursprünglichen Reihe, 
und somit ist also der angezogene Satz aufser Zweifel gestellt. Die strenge 
Sonderung der Reihen, welche ihre Convergenz einer besondern Anordnung 
verdanken und welche bei einer Änderung dieser Anordnung theils divergent 
werden, theils ihre Summe ändern können, von denen, welche ganz unab- 
hängig von der Anordnung der Glieder convergiren und stets dieselbe Summe 
behalten, in welcher Reihenfolge man auch die Glieder aufeinander folgen lasse, 
ist wohl hauptsächlich Dirichlet za verdanken, welcher in seiner vortrefflichen 
Abhandlung über die Arithmetische Progression in sehr interessante Detail« 
über diesen Gegenstand eingeht 

2. 

xXachdem das eine der drei Probleme, auf welche die Reihe (1.) führt, 
absolvirt ist, nämlich der Nachweis, dafs die Reihen von der Form -2"— und 

2— , wenn der Exponent ^ . > 2 ist, unabhängig von der Reihenfolge 

ihrer Glieder convergiren, gehe ich zu dem Beweise der Convergenz der 
Reihe (1.) selbst über, welche auch dann noch Statt findet, wenn man statt 
aller Glieder ihre analytischen Moduln setzt. Zunächst kann man beliebig viele 
Anfangsglieder der Reihe weglassen , da diese zur Convergenz oder Divergenz 
nichts beitragen können; es ist für die folgenden Schlüsse nur nöthig, die 
beiden ersten Glieder wegzulassen. Ferner kann man die numerischen Multi- 
plicaloren £, j, der einzelnen Glieder ebenfalls weglassen, da diese 
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die Convergenz, wenn sie SfeU findet, nicht vermindern. Es 
handelt sich also darum, die Convergenz der folgenden Reihe nachzuweisen: 

(Ä*)Mf in Inf., 

deren allgemeines Glied 

ist, und wo /u alle ganzen positiven Werthe von 3 bis oo durchläuft. Nach einem 
bekannten Satze, welcher bei der geometrischen Repräsentation der complexen 
Zahlen O raa g inär en Grofsen) nichts anderes besagt, als dafs eine Seite eines 
Polygons kleiner ist, als die Summe aller übrigen, oder daß die gerade Linie 
der kürzeste Weg zwischen zwei Puncten ist, weifs man, dafs der analytische 
Modul einer Summe kleiner ist (oder wenigstens nicht gröfser) als die Summe 
der analytischen Moduln aller einzelnen Summanden; man hat folglich 

und wenn daher die Reihe convergirt, deren allgemeines Glied 

ist, so wird die vorgelegte Reibe a fortiori convergiren; denn da man alle 

Glieder der vorgelegten Reihe verkleinert, sobald mukS' M ^ statt M(s'-^ 

suhstituirt, so wird die vorgelegte Reihe gewifs convergiren, sobald die neue 
Reihe diese Eigenschaft besitzt. Die Convergenz dieser letztern Reihe kann man 
nach den bekannten Metboden auf zwei Arten beweisen, indem man entweder 
zeigt, dnfs der Quotient aus dem /t-j-llen Gliede durch das ( wte Glied mit 
wachsendem u gegen eine Grenze convergirt, die unter der Einheil liegt, oder 
indem man zeigt, dafs die ,ute Wurzel aus dem /titen Gliede für wachsende 
u ebenfalls gegen eine Grenze <C 1 convergirt. Nach der oben festgesetzten 

Bedeutung des Zeichens 2' erhalten in der Summe ~jj^-yi die Indices in 

und n nur solche Werthe, welche itf («) > Jlf (*) machen; es sei M u der 
kleinste der Werthe, welche unter dieser Beschränkung der stets positive Aus- 
druck itf(ti) für alle ganzen Werthe der Indices annehmen kann und C sei 
die Anzahl der Combinationen in, n, für welche M(u) = M i , wird; diese 
Anzahl ist nach dem Obigen endlich; ferner sei M, der der Gröfse nach auf 
diesen M u folgende Werth von 3f(ti), d. h. es sei Jtf, der kleinste Werth. 

29« 
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welchen Jf(«) für alle ganzen Werthe der Indices unter der 
:tf(ti)>Jf 0 annimmt; die drei Gröben M(x), nnd M t genügen 
der Ungleichheit 

M'sx) < 3i, < iH„ 
und der Reihe kann man, wenn man die C Aofangsglieder, für 

welche M(u)-— J/„ ist, herauszieht, die Form 

geben, wo die zweite Summe sich üher alle diejenigen ganzen Werthe von m 
und n erstreckt , fflr welche M(u)'^M, wird, für welche also auch 

I ~\ 1 
Mut) — 



ist. Wählt man eine bestimmte Zahl v, welche j> 2 ist, z. B. /' = 3, erhebt 
die ebon geschriebene Ungleichheit, welche sich auf olle Glieder der Reihe 2?" 
bezieht, auf beiden Seilen zur Polenz u — v, welches für ein hinlänglich gro- 
ßes // (z. B. f.i ;> 3) stets positiv ist, und multiplicirl dann beide Seiten mit 

Mj—Ti so ' e ' ,cl man aus jener Ungleichheit die folgende ab: 

1 _1_ 1_ 

M(hY' = M"r r ' M{») r ' 
und diese liefert, wenn man Ober alle der Bedingung genügenden Coinbina- 
tionen der Indices summirl: 

Letztere Summe ~" - fö^y ' sl e >"0 gmu bestimmte Conslanle, welche von ,u 

nicht abhängt; man hat demnach folgende obere Grenze fflr Z"-^— getan- 
-»-. nämlich, wenn man die Constante 

j ■ :' , v ; ^l»l> »'/ 

'^•'-""WT^' för welche man z. B. 
*. 3 ^' — i-j- wählen kann, durch * bezeichnet, .so ist 



Als untere Grenze fflr dieselbe Summe bietet sich unmittelbar uVr Ai 
A dar, und man hat demnach: 
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JL <- 3 > * <; JL J. 
wenn man hier 1 9(aU A* s«^» so ergiebt sich 

FQr den Quotienten der in diesen beiden Ungleichheiten zwischen den Zeichen <c 
stehenden Summen 



erhält man demnach eine untere Grenze, wenn man die untere Grenze in der 
zweiten Ungleichheit durch die obere Grenze in der ersten dividirt, und man 
erhält für denselben Quotienten eine obere Grenze, wenn man die obere in der 
zweiten durch die untere in der ersten dividirt; nach einer einfachen Reduction 
werden diese beiden Grenzen des Quotienten der beiden Summen resp. 

da nun wegen M» < M t die Potenz (j^f für fi = verschwindet, so con- 



vergiren beide Grenzen für /t» = ao gegen dieselbe Gröfse = und 

folglich convergirt auch der obige Quotient gegen dieselbe Grenze Bei 
der Reihe, deren Convergenz wir untersuchen und deren allgemeines Glied 

ist, wird nun der Quotient aus dem p -fiten durch das fite Glied gleich dem 

eben betrachteten Quotienten multiplicirt mit üf(x), also wird die Grenze 
jenes Quotienten für >u = oo, 

_ M(x) 



also offenbar <C 1, weil Mu> M(x) war, folglich u. s. w. Man könnte auf 

dieselbe Art nachweisen, dafs die ,ute Wurzel aus ^'jjj u y: slels zwischen 

I 

zwei Grenzen liegt, welche beide für ,1* = <x> gegen convergireu, und es 
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würde daraus ebenfalls die Convergenz der in Rede stehenden Reihe hervor- 
gehen; ich will mich aber hierbei nicht aufhalten, sondern gehe zur Lösung 

des drillen Problems, nämlich zur Belrachlung der Summen JE"- und 2' ^ 

über, indem ich untersuche, bei welcher Reihenfolge der Glieder sie conver- 
giren und welche Modificalionen sie erleiden, wenn man von einer Anordnung 
zu einer andern übergeht. 

3. 

Aus dem Vorhergehenden ist klur, dafs das unendliche Product77'(l— 

convergiren und sein Logarithmus durch die Reihe (1.) ausgedrückt sein wird, 
sobald man bei der successiven Heranziehung der Factoreu zur Bildung des 
Products unter den Werlhen von u dieselbe Reihenfolge beobachtol, welche 

sie bei den beiden Summen — '-jj- und «2"j|r einnehmen müssen, damit letz- 
tere beiden convergiren. Da ferner die Coefficienlen von x 3 , x\ u. s. w. in 
der Reihe des Logarithmen von der Anordnung der Glieder unabhängige 
Summen sind, so kann jede Modification, welche durch ein verändertes Arran- 
gement der Factoren des Products eintreten sollte, nur die beiden ersten 
Glieder der Entwicklung des Logarithmen, nämlich die Coefficienlen von x 

und x 1 treffen; bezeichnet man demnach die Zuwachse, wolche -2"'— und -2"— 

u U 1 

erlangen können, wenn man von einem Arrangement der Glieder zu einem 
andern übergeht, resp. durch p und q , so erhängt der Logarithmus des Pro- 
ducts bei dieser Veränderung einen Zuwachs von der Form — px — {qx 2 . 
wo p und q von x unabhängig sind und nur von a, ß, y abhangen; das 
Product selbst erlangt also einen Factor von der Form 

m-px—\qx- 

Man kann die Form von p und q als Functionen von y a priori angeben. Durch 
das Zeichen V sei die Modification angegeben oder der Zuwachs, welchen 
eine Reibe bei der Veränderung der Anordnung ihrer Glieder erleidet, wenn 
die Convergenz dieser Reihe wesentlich von der Reihenfolge der Glieder ab- 
hängt; ist die Reihe unabhängig Yon der Anordnung der Glieder, so ist V 
stets = 0. Was die einfachsten Operationen mit dem Zeichen V betrifft, so 
kann man zunächst offenbar bei einer Summe, vor welcher es steht, eine be- 
liebige endliche Anzahl von Anfangsgliedero hinzufügen oder fortlassen; denn 
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die Summe dieser endlichen Anzahl von Gliedern kann durch Peruiulalion der 
Glieder keine Modification erleiden; aus demselben Grunde kann man ferner 
auch eine Gruppe von unendlich vielen Gliedern fortlassen oder hinzufügen, 
wenn diese Gruppe eine Reihe constiluirt, welche unabhängig von der Anord- 
nung der Glieder convergirt. Bei der Berechnung von und V^:'~ 

kann man folglich die, eine Anzahl Anfangsglieder nussohÜefsende Bedingung 
Jf(«)>Jf(*) fortlassen, und statt ihrer die andere M (ow-f ßn) > M{y) 
festsetzen, wodurch man' zuerst eine gewisse Anzahl von Anfengsgliedern hin- 
zufügt und dann wiederum eine andere ebenfalls endliche Anzahl von Anfange- 
gliedern ausschliefst. Unter der Bedingimg M{am-\ - ßn)>M(y) lassen sich 
die allgemeinen Glieder der beiden Reihen, deren beide Modificationen man 
sucht, in convergente Reihen nach Potenzen von y entwickeln; man erhfilt 

1_ i y I .... 

am + ßn + Y am-f ßn (am+ßti)*'!' {am+ ßn)* inint "> 

1 . 1 2y , 3y» ... 

[am+ßn+y)* (am+ßn)* {am+ßn)* ' (am + (iu)* m,n * 

Mit Hülfe dieser Umformungen lassen sich obige Reihen, deren allgemeine Glieder 
hier entwickelt sind, selbst in Reihen nach Potenzen von y entwickeln; die Con- 
vergenz dieser letztern Reihen folgt unmittelbar ans denselben Principien, durch 
welche ich oben in §. 2. die Convergenz der Reihe (1.) bewies; in der Thal 
sind sie in dieser Beziehung genau von derselben Form, wie die Reihe (1.) und 
gehen aus derselben hervor , wenn man dort y = 0 setzt und die numerischen 
Mulüplicatoren |, }, etc., welche auf die Convergenz keinen Einflufs üben, 
durch andere Mulliplicatoren ersetzt, welche eben so wenig die Convergenz 
weder vermehren noch vermindern. Die Coefficienten in diesen Reihen nach 

Potenzen von y werden Reihen von der Form ^ ^ um ^ H y, » welche unabhängig 

von der Anordnung der Glieder convergiren, sobald fi>2 wird, wie in §. 1. 
bewiesen worden ist; man kann daher bei der Bestimmung von V in den 
Reihen nach Potenzen von y diejenigen Potenzen von y weglassen, welche 
Coefficienten von jener Form haben, in denen ^>2 ist; dies gestaltet also 

bei der Reihe für -T-i die Fortlassung aller Glieder bis auf die beiden ersten, 
und bei der für ^'-j die Fortlassung aller Glieder bis auf das einzige erste. 
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v^'- = J—*y— r V2.. — r«-«i und 



Obgleich die Indices in denjenigen Summen , vor welchen hier zur Rechten das 

Zeichen V steht, noch der Beschränkung M(arn-\- ßn) > M(y) unterworfen 
sind, so kann man doch diese Beschränkung wiederum fortlassen und hrauchl 
nur die einzige Combination m^O. n = 0 auszuschließen. Thul man dies 
und setzt der Kürze wegen für der Augenblick die sowohl von x als von y 
unabhängigen Constanlen 

so wird p oa a — by, tf = b , und der ganze Zuwachs des Logarithmen 

von n(i-£) wird von derForro -{a-by)x- Jkr = -ax-tfx ±byx; 

der Factor, welcher zu dem Producle selbst hinzutreten kann, wenn man von 
einem convergenten Arrangement der Factoren zu einem anderen ebenfalls 
eonvergenten übergehl, ist folglich stets von der Form 

wo die beiden Conslanten a, b einzig von « uud ß abhängen. 

Es wird der Gegenstand des folgenden Paragraphen sein, nachzuweisen, 
i 

dafs die Reihen ^ — — -, in welchen y = 1 oder =2 sein kann, con- 

vergiren, sobald man die Glieder in der Reihenfolge so auf einander folgen läfst. 
dafs man erst nach dem einen Index m summirt. indem man je zwei entge- 
gengesetzte Werlhe +m zusammenfafsl, und dann das Resultat der Summalion 
nach M wiederum nach dem andern Index n summirl. indem man ebenfalls je 
zwei entgegengesetzte Werlhe desselben ±n unmittelbar nach einander nimmt. 
Hier dagegen will ich für einige der einfachsten und wichtigsten Änderungen 

dieses Arrangements der Glieder die Werlhe der Modificalionen VZ 1— — 

zu bestimmen suchen. 



*) Es ist hier sehr uawescntlicli, zu bemerkea, dafs £ bei einem gewissen 

am-\-pn 

Arrangement der Glieder den Werth Null hat: 
dnfs diese Reihe stets den Werth Null hätte. 
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Wenn man ia irgend einer Doppelsomroe oder einem unendlichen Dop- 
pelprodncte eine durchgreifend» Vertauschung der Glieder anbringen will, 
d. h. eino solche, welche sich nicht blofs aof einen endlichen Theil der Summe 
oder des Products bezieht: so kann man dies am einfachsten dadurch erreichen, 
dafs man stall der Indices m und n neue Indices m' und n' einfahrt, welche 
mit den ersteren durch Relationen von solcher Form verknüpft sind, dafs jeder 
Combination von ganzen tn, n eine und nur eine Combination von ganzen 
n' und umgekehrt entspricht; d.h. man wird zwei solche Gleichungen zwi- 
schen tn, n und 01', n' annehmen, dafs die Werthe von tn' und n', welche 
sich aus diesen Gleichungen in tn und n ausgedrückt finden, stets eindeutig 
und ganz sind, wenn für tn und n ganze Zahlen angenommen werden; und 
dafs ebenso, wenn man umgekehrt vermittels derselben Gleichungen oder durch 
deren Auflösung tn und n in tn' und n' ausdrückt, sich zu ganzen Werlhen 
von tn' und n' ebenfalls vollkommen bestimmte und ganze Werthe von tn und n 
ergeben. Die Werthe der neuen Indices können sodann im Allgemeinen 
bei der Addition oder Multiplication in derselben Folge herangezogen werden, 
welche zuvor für die früheren Indices festgesetzt oder willkürlich angenommen 
worden war. 

Es giebt zwei Arten solcher Transformationen der Indices , weiche eine 
besondere Beachtung verdienen. Die erste Art besieht darin, dafs man irgend 
zwei constanle ganze Zahlen X und v wühlt und die Gleichungen 

m = tn'-j-l, n t= n'-j v 

setzt, aus welchen 

m' = m — l, n' = n — v 
folgt. Wenn hier m und n alle ganzen Werthe von — oc bis oo durchlaufen, 
so durchlaufen in' und n' dieselben Werthe; jeder Combination tn, n entspricht 
eine und nur eine Combination rn', n', und umgekehrt; nur dafs der jedesmalige 
Werth von ml hinter dem von m um l Einheiten und der von »' hinter dem 
von n um v Einheiten zurückbleibt. Bei der zweiten Art von Transformationen 
der Indices nimmt man zwischen den alten und den neuen Indices ein System 
von linearen und homogenen Gleichungen 

m — ltn'-\-un', 

n — vm'-\- gn' 

an. wo die Coefficienten k, u., v, q ganze Zahlen sind und ein Transformationssystem 

30 
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bilden, dessen Determinante Iq — = + 1 ist. Diese Gleichungen ge- 
nügen offenbar den obigen Bedingungen; denn zunächst sind »» nnd n wirk- 
lich in m', n' ganzzahlig: ausgedrückt, und da die Determinante des Systems 
der positiven oder negativen Einheit gleich ist, so erhalt man durch Auflösung 
der obigen Gleichungen: 

. gm — un 

lg — (av K r ' 

Xq— fiv ' 
ein System , durch welches wiederum m und n' ganzzahlig in m und n aus- 
gedrückt sind. Als ein specieller Fall dieser zweiten Art von Transformation 
ist Dasjenige anzusehen, was man gewöhnlich die Vertauachung der beiden 
Indices in einem Progressus von zwei Dimensionen zu nennen pflegt; denn 
diese Vertauschung kommt darauf hinaus, m = »' und n = m' zu setzen, d. h. in 
obigem Systeme /t=0, /*=1, v=l, (» = 0 zu nehmen; was eine unei- 
genlliche Transformation giebt, wenn man die Transformalionen dieser Art in 
eigentliche und uneigentlicbe eintbeilen will, je nachdem — fiv=-\-l oder 
i{t — u v = — 1 ist. 

Die Summen, auf welcho die Entwicklung des Logarithmen des in dieser 
Abhandlung betrachteten Products führt, sind sflmmüich von der Form 

2f(Stm-\-ßn+y) = Zf(u) % 
während das Product selbst von der Form ITf(am-\-ßn-\-y) — llf{u) ist. 
Durch Einführung der ersten Art von Transformation geht om-f ßn-\-y in 
«m'-f ßn' -j-y-j- la-\-vß über, welcher Ausdruck in Bezug auf die neuen 
Indices genau dieselbe Form hat, wie der vorhergehende, wenn man nur 

/ = r+i«+vß 

an die Stelle von y gesetzt sich vorstellt. In dem Falle also, wo obige Summen 
unabhängig von der Anordnung der Glieder convergiren (was wirklich für 
alle nach dem zweiten folgenden Coefficienten der Reihe (1.) Statt findet), hat 
man stets die Gleichung 

2f{*m+ßn + Y) = -*/>»'+/*»'+*'')• 
Diese beiden Summen reprfisentiren eine und dieselbe Function, die eine von y, 
die andere von es hat also diese Function die Eigenschaft, umgeändert 
zu bleiben, wenn man y' an die Stelle von y setzt, d. h. wenn man y um 
lct-\-vß, nAmlich um ein beliebiges (positives oder negatives) Vielfache von« 
und um ein beliebiges Vielfache von ß vermehrt; alle Reihen also, von der 
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obigen Form, welche unabhängig von der Anordnung der 
ren, sind, eis Functionen von y betrachtet, doppelt periodische 
welche die beiden Moduln der Periodicitat a und ß haben; ich nenne näm- 
lich einen Modul der Periodicildt jede Gröfse, wie hier a und ß, um welche 
das Argument einer Function geändert werden kann, ohne dafs die Function 
sich Ändert; Dnsselbe, was Jacobi den Index der Periodiciläl nennt; das 
Wort Modul, welches schon eine ganz ähnliche Bedeutung in der Arithmetik 
bei der Theorie der Congruenzen gewonnen hat, scheint mir diesen Be- 
griff weit besser auszudrücken, als das Wort Index, welches den Snmma- 
tionsbuchstaben oder den Stellenzeiger einer Reihe bezeichnet: in der Tbat, 
eine Congruenz bleibt umgeändert, wenn man die Variabein oder unbestimmten 
Zahlen um Vielfache des Moduls ändert; Dasselbe geschieht bei einer perio- 
dischen Function; die Einführung des Wortes Modul in dem eben angegebenen 
Sinne ist Gau/s zuzuschreiben, der es, wenn auch nicht ausdrücklich in seinen 
gedruckten Werken, so doch in einem an mich gerichteten Briefe Aber die 
lemniscatischen Functionen in dieser Bedeutung gebraucht. 
Auf die beiden Reihen 

Ä A 

und 



deren Summe von der Anordnung der Glieder abhangt, kann man die obigen, 
ans der Transformalion der Indices hervorgehenden Schlosse nicht anwenden; 
man kann dagegen die Modifikationen oder den Zuwachs erforschen, welchen 
diese Reihen durch die Transformation der Indices erleiden, und wenn dieser 
Zuwachs V eine einfache Form annimmt, wie es sich in der Thal zeigen 
wird, so hat man Functionen von y, welche hei der Vermehrung des Argu- 
ments um ia-f-v/? zwar nicht ungetadert bleiben, jedoch nur eine leichte 
und a priori angebbare Modification erleiden; man kann solche Functionen 
uneigentlich-periodische nennen. Bei jeder Transformation der Indices ist, 
wie wir weiter oben gesehen haben , der Zuwachs der ersten jener beiden 
Reihen von der Form a—by, wo a und h von y unabhängig sind, und 
der Zuwachs der zweiten Reihe ist dann — o"; man braucht deshalb nur den 
Zuwachs der ersten zu suchen , weil der der zweiten unmittelbar daraus her- 
vorgeht, wenn man in jenem Zuwachse den Coefficienten von y mit entgegen- 
gesetztem Zeichen nimmt. Die Summe der Reihe ^ 9m ^ß n ^ deren all- 
gemeines Glied — der Kurze wegen durch q>(m, n) bezeichnet sein 

30» 
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mag, wird als die Grenze der endlichen Doppelreihe 

betrachtet, wenn man zuerst k und dann / in infinitem wachsen lüfet, und 
stellt insofern eine ganz bestimmte Function von / dar. Damit nun die aus 
der Transformation der Indices hervorgehende neue Reihe dieselbe Function 
von r ' gebe, roufs dieselbe als die Grenze der folgenden ungesehen werden- 

-'=4 »'=1 



S Ji (f (m '+ *' "i -J., £jp (« + «+ *) < 

welche auch so geschrieben werden kann: 

«i=— i+i <?=-/+r 

und in welcher ebenfalls erst k, dann / gegen die Grenze cc convergiren .. . 
Die Differenz zwischen dieser Summe und der vorhergehenden ist = V; diese 
Differenz vereinfacht sich dadurch bedeutend, dafs beide Summen einen gVofsen 
Theil von Gliedern gemeinschaftlich haben, nämlich alle die, für welche gleichzeitig 

— Ar-f /. ^ m <: k, -/-fy^n^/ 
ist, wenn z. B. /. und v beide positiv sind, und ähnliche Systeme von gleicher 
Anzahl der Glieder, wenn X und v irgend eine der vier Zeichencombinationen 
darbieten; man darf demnach nur die Differenz derjenigen Theile bilden, 
welche resp. bei der ersten und »weilen Summe nach Ausschlicfeung des ge- 



meinschaftlichen Theils verbleiben. Bei der geometrischen Darstellung der 
zusammengehörigen Werthe der beiden Indices durch die Dnircbschnittspuncte 
zweier auf einander senkrechten Systeme von Parallelen, welche in gleichen, 
als Einheit geltenden Entfernungen von einander abstehen, mit Annahme von 
zweien dieser Parallelen als auf einander senkrechten Null-Axen, wird der 
Ubergang von der einen Summe zur andern, welcher bei der hier angewandten 
Transformation der Indices Statt findet, durch die Verschiebung eines Rechtecks 
ausgedrückt, von welchen zwei gegenüberstehende Ecken den beiden Com- 
bmationen resp. (-Ar,-/) und (tc, l) entsprechen, und welches nach der 
Axe der m um l und nach der Axe der n hin gleichzeitig um v Einheiten 
fortrückt. Diese beiden Lagen ABCD und ABCV des Rechtecks ») haben 
den Theil EBFD' (Fig. 2.) gemeinschaftlich; man hat also von der 
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der den Theilen ABGE und BGCF entsprechenden Reihen die Summe der 
den Theilen HFCD nnd AED?H entsprechenden Reihen zu snbtrahiren, am V 
zu finden. Wenn man also durch die Flächenräume zugleich die Reihen aus- 
drückt, deren Indices die in diesen Flächenräumen enthaltenen Comhinationen 
durchlaufen, so kann man sehr bequem schreiben: 

V — AB'GE-\- BGCF— HFCD — AED'li. 
Wenn nun k in infinitum wächst, so dehnen sich die beiden Rechtecke nach 
beiden Seiten immer mehr in die Breite AD, A'D' aus, während ihre Höbe 
AB, AB' dieselbe bleibt; die durch die Stücke AB'GE und HFCD zur 
Linken und zur Rechten dargestellten Theile von V nähern sich dabei über 
alle Grenzen der Null, wegen der Convergenz der vorgelegten Reihe nach m; die 
durch die Stücke BGCF und AE&H oben und unten repräsentirten Theile 
verwandeln sich dagegen, indem sich die Stücke immer mehr nach rechts 
und links ausziehen, in unendliche Reihen, welche sich auf den Index m von 
w»= — oc bis m=3o beziehen*); der erste Theil geht nämlich offenbar in die 
von v Reihen f> ist in der Figur positiv) über, deren jede die Form 

2 



hat, wo £ eine Anzahl v constanter, um die Differenz ß unterschiedener Werthe 
bekommt; der zweite Theil verwandelt sich in v ähnliche Reihen von der Form 

m— x 4 

' 

Um die Grenzen dieser Reihen für /=» zu finden , kann man dieselben 
durch Exponentialfunclionen für ein endliches / summiren und dann in diesen 
Functionen l=oo setzen; man kann auch diese Grenzen unmittelbar durch 
bestimmte Integrale ausdrücken, deren Werth sich leicht finden läfst. Es ist 
nach einer bekannten Formel, welche übrigens im folgenden Paragraphen ab- 
geleitet wird: 

e » —e « 

Nun convergirt eine Exponentinlfunction , wie e" +l ', entweder gegen 0 oder 
gegen oo, je nachdem u gegen— oo oder gegen oo convergirt, während o 
gar keinen Einflufs darauf hat. Von den vier Exponentialfunclionen 

e > e > « »e"i r . 

*) S. die Bemerkung am Schlüsse dieser Abhandlung. 



±/w+S . +ßl+i 
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in welchen das Zeichen des reellen Theils des Exponenten für wachsende / 

offenbar durch das Zeichen des Coefficienten von t in dem Quotienten — be- 

stimmt wird, convergiren demnach entweder die erste und vierte, oder die 

zweite und dritte gegen Null, je nachdem der Coefficient von t in positiv 

oder negativ ist. Da sich hiernach die beiden Exponential Functionen, deren Summe 
im Zähler nnd deren Differenz im Nenner des obigen Ausdrucks für die Co- 
tangente steht, bald auf die erste, bald auf die zweite von beiden allein redu- 
clren, indem die andere für /=oo verschwindet, so erhält man als Grenze 

bald bald und zwar 

,.. , ,-T<, , - _ - v -. ■■. • . ■ -. 

je nachdem der Coefficient von • in positiv oder negativ ist; setzt man je 
nach diesen beiden Fällen ö*= — 1 oder = + 1, so hat man in allen Fällen 

und dann ist ä = -\- 1 oder = — i , je nachdem der Coefficient von • in j 
positiv oder negativ ist, denn der Coefficient von t in ~ hat stets das ent- 
gegengesetzte Zeichen von dem in — . Durch bestimmte Integrale erhält man 

dasselbe Resultat, wenn man das allgemeine Glied der Reihen unter der Form 

i 1 

schreibt; man sieht dann leicht, dafs die Reihe 

Ti 1 



mit wachsenden / gegen das bestimmte Integral 

J ax±ß 

convergirt, welches, durch die bekannten Methoden behandelt, den Werth ±^ oder 
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+ — liefert, je nachdem der Coefficient von t in ~ positiv oder negativ ist. 

Da non alle die v Reihen, welche addirt werden sollten, dieselbe Grenze - — 
haben, und da auch die andern v Reihen, welche subtrahirt werden sollten, 

ebenfalls alle dieselbe und der vorigen entgegengesetzte Gröfse ^ zur 

Grenze haben, so wird die Summe der v Reihen weniger der Summe der v an- 
dern Reihen, für J = cc, =<*^. Dies ist also der Werth von V, 



und obwohl dieses Resultat nar für ein positives v bewiesen zu sein scheint, 
so überzeugt man sich doch leicht, dafs jede Lage der beiden Rechtecke ABCD 
und ÄB'C'iy zu einander zu demselben Resultate fahren mufs und dafs obige 
Gleichung für jeden ganzen Werth von v, so wie auch für jeden ganzen 

Werth von l gilt. Da der gefundene Ausdruck ±—^- von y unabhängig ist, 
so folgt daraus a = ± g und 6 — 0, und aus b = 0 folgt 

v ^7 — , i . , 2 = 0. 

Letztere Reihe, als Function von y betrachtet, ist daher ebenfalls eine doppelt 
periodische Function, ebenso wie diejenigen oben betrachteten Reihen, welche 
von der Anordnung der Glieder unabhängig waren. Dieses Resultat lehrt aber 
nur, dais diese specielle Art von Transformation, welche dem Übergange von 
y zu / = la + vß entspricht, die Summe der Reihe nicht modificirt, wäh- 
rend immer noch eine andere Art von Transformation die Summe nichts desto 



\ 

weniger ändern kann und ändern mufs. Die Function 2 . u , ändert 

sich nicht, wenn y blofs um Xa wichst, also v = 0 ist; sie ist daher immer 
noch einfach periodisch und bat den Modul a; diese Function wächst dagegen 

um d a ■, wenn y um vß wächst; man kann daher ß, und allgemein ka-\-rß, 

wenn v von Null verschieden ist, für diese Function als Modul einer unei- 
gentlichen Periodicitdt ansehen, oder kürzer als uneigentlichen Modul der 
Periodicilät. Da endlich die ganze Reihe (1.) in §.1. bei dieser Transfor- 
mation den Zuwachs 
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erlangt, so tritt asa dem Producle 77^1 — wenn es als Grenze des fol- 
genden 

77 77(1 -j— — T— ), *=30. /=3C 

betrachtet wird, die ExponentialgröTse a " bei der Transformation als Factor 
hinzu*), und wenn man das unendliche Doppeiproduct als Function von y 
betrachtet, so ist 

wo im Exponenten das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem der CoeT- 

ficient von i in £ (resp. positiv (negativ) oder negativ (positiv) ist. 

Das unondliche Doppeiproduct. in obigem Sinne verstanden, ist demnach in 
Bezug auf den Modul « eine eigentlich periodische, in Bezug auf den Modul ß 
eine uneigentlich periodische Function von y. 

Ich gehe jetzt zu der Anwendung der zweiten der beiden oben her- 
vorgehobenen Transformalionsarten der Indices über. 

Auch bei dieser zweiten Art von Transformation, bei welcher vier 
ganze Zahlen X, ,u, r, q der Bedingung Iq — — « = ±1 genügend ange- 
nommen und 

m = Im' -\-un\ n = rm'-f pn' 
gesetzt werden, verwandelt sich t# = am-\-ßn-\- y in einen analogen Ausdruck 
in Bezug auf die neuen Indices; nur bleibt y unverändert, wogegen an die 
Stelle von « und ß andere Werthe treten, während bei der vorhergehenden 
Art von Transformation umgekehrt « und ß ungeändert blieben und y in y* 
überging. Man erhält 

*m+ßn+y = «{Im* + pi£)-\.ß<yml + 9 »') + r 
= <\<t + vß)m' + {ua + Q ß)n' + y. 

Wenn man daher 

a' = i.a-\ vß, = /ta-j p/J 

setzt, so geht 

am+ßn-\ y in a'm'+pn'+y über. 

*) Die in $. 1. durcJi die Bedingung M (u) > M(x) abgetrennten Factoren haben 
natürlich auf die durch Transformation der Indices entstehende Modifikation keinen Ein- 
Bufs: und da sie ohnedies bei beiden Arrangements dieselben sind, so können sie nachher 
bei beiden wiederum willkürlich hinzugerügt werden; es erleiden daher die in $. i. durch 
II und durch W bezeichneten unendlichen Producle beide genau dieselbe Modißcation. 
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Man schliefst hieraas zunächst, deft diejenigen Summen von der För» 

•••• . ' 1 . Xftänk-4-ßn±y)i J i' : > 

welcne von der Anordnung der Glieder unabhängig sind, unverändert bleiben, 
wenn man o! und ß* f welche durch obige Formeln gegeben sind, an die Stelle 
von a resp. ß setzt: eine sehr wichtige und interessante Eigenschaft, welcho 
diese Functionen mit der schon erwiesenen der doppelten Periodicität in Be- 
zug auf y verbinden. Um .die. Modifikationen zu finden, welche die beiden 
von der Anordnung der Glieder abhängigen Summen bei dieser Transformation 
erleiden, könnte man ein demjenigen bei der ersten Art von Transformation 
analoges Verfahren anwenden; aber man würde zu sehr mühsamen und compli- 
eirten Betrachtungen geführt Werden ; es lassen sich auf kürzerem Wege diese 
Modificationen aus den schon gefundenen Resultaten wie folgt ableiten. Man setze 
1 1 

1 ■* • 2 I it I = Und 2— r— ; T— — <p'{Y)y 

wo in den Summen erst m und dann n die Warthe 0, ±lj ±2, .... durch- 
lauft. Nach dem oben Gefundenen genügt die Function <f(y) der Relation 

wenn g und Ä irgend zwei ganze Zahlen sind; es mufs daher auch tf'(y) 
der analogen Relation 

f 

genügen, wo o*' durch das Zeichen des Coefßcienlen von i in besümmt wird; 
denn die beiden Functionen <p'(y) und <p(y) haben dieselbe Art und unterschei- 
den sich nur durch die Werlhe ihrer Moduln der Periodicität. Aus den Gleichun- 
gen a' — Xa-\- vß, ß'—f.ia + ifß, welche, wegen Xq~- ftr=± 1, durch Auf- 
lösung zu den folgenden für den Rückweg von a', ß' zu a, ß führen, sind: 
c= tQa' — evß', ß = — ffia' -\- elß', ersieht man, dafe jeder Ausdruck von 
der Form gtt'-^&ß', wo g und h ganze Zahlen sind, zugleich von der Form 
ga-\ hß ist, und umgekehrt; man zieht in der That aus jenen Gleichungen: 
ga!\ hß* = (i^-f nh)a-\-{vg-\-vh)ß, 
ga-\-hß (syg — «/t*A)«'-j-(— crg-\-tlh)ß'. 
Mit Hülfe dieser Übertragung lafst sich irgend eine der beiden obigen Rela- 
tionen för die Functionen tp und q/ so umformen, dafs der Zuwachs von y 
auf der linken Seile in ihr derselbe wird, wie der Zuwachs von y in der an- 

3t 
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dorn Relation. Alan erreicht diesen Zweck, indem man entweder in der ersten 

Relation (für </>) dio neuen ganzen Zahlen Äy-j/t/i, und vg-\- ()A an die 
Stelle von g resp. h schreibt, oder, indem man in der zweiten (für y') die 
neuen ganzen Zahlen tQg — tu/t und — tvg-\-t).h statt g und h nimmt. Im 
ersten Falle erhält man die beideu Relationen 

im /.weiten Falle die beiden folgenden: 

rt>4*»4»« = »'(r)+< , """'J"'"" < - 

Bemerkt man nun, dafs die Differenz (p'(y) — <p'y\ welche der Werth von 

VJ£ _1 — , — ist. nach dem früher Bewiesenen von der Form a — by sein 

niufs, so erhält man durch Subtraclion der beiden Relationen in jedem der eben 
geschriebenen beiden Systeme: 

folglich zwei Gleichungen zur Bestimmung von b, nämlich: 



tut iW« toii 



welche wegen der Unbestimmtheit der ganzen Zahlen g und //, deren jede 
man der Null gleich setzen kann, in die vier folgenden zerfallen: 

ha = *J _ , ^ = — • 

Diese vier Gleichungen geben die Conslante b in vier verschiedenen Formen 
ausgedrückt, welche sich übrigens leicht anf einander redneiren lotsen. Die 
erste und vierte Gleichung lehren noch, dafs immer taotaaa'i i>lh töl *moQ 

-b» t»u ni ^ noy *.k>%Jtr& v,U *skimi *db*vjb itü nf 'j.io^ usiaH isb lim 
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ist, d. h., dtfc der Cöelflrfeiit toi » in ^ dasselbe, oder das entgegengesetzte 

Zeichen mit den Coefficienten ven i in j hat, je nachdem « oder 

« =—1 ist; und in der That, Wenn man die den complexen Werthen et, & a' t ft 
conjugirten complexen Werlhe durch ß ty o,', bezeichnet, so hat der : 

Coefficient von • in nämlich — dasselbe Zeichen mit der Deter- 
minante 2£iZ^i. B nd der m ^, nflmiich 1(^1 -^), hat dasselbe Zeichen 

mit der Determinante — L - Nun finden, da k, 7*, v, 9 reell sind« »wa- 
schen den conjugirten Werthen dieselben Gleichungen Statt, wie zwischen 

und a, /9: mithin ist das System ^, ) aus den beiden folgenden zusam- 

mengesetzt: v^.r,' ■ .'J :: .. ' ;..••».-:.» 

/«\ ß'\ /«, /*VV 4> \ 

und deshalb findet zwischen den Petermtntnten dieser Systeme die Relation 
«'Ä — /^aj ~ («Ai— — Statt; folglich u. s. w. Der. einfachste 
Ausdruck für b ist offenbar der aus der ersten der vier Gleichungen her- 
vorgehende ■ 3, [ ,; ; ... . , ■ 

h es d vn> <• 

. ■ . aa 1 

- !, . ■ i t 1 f l i : • ■ ■.,!>>.". ." ' . . 1 • 

Die Cqnetanie « entschlüpft de« obigen Rechnungen, aber man überzeugt sich 
»eicht, dals ßio den Werth Null hat; denn es ist 

1 I i 

und diese Summen, deren Differenz den Werth von a giebl, verschwinden 
offenbar beide bei der Reihenfolge, in welcher wir in ihnen die Glieder ge- 
ordnet annehmen. Wir finden hiernach 

r-y v 1 v 2vfli nv 1 tlüüi 

t: . . ».: •'. »>•. :ri*> • • • ■«'. 

Der Zuwachs der Reihe (1.) ist 

3t» 



Digitized by Google 



und das unendliche Doppelprodocl ermngt den Exponenlialfaeiqr 



Bei der bloßen Verlauschung der Indices, f(Mr w*!efce 1«=* ? = 0, jus* v = 1 
ist, wird dieser hinzutretende Exponentialfcctor; 

_ Y^* X ~^V v .... y 

Hiernach kann man das Verhölluifs angeben , in welchem die einfachen unend- 
lichen Producle stehen , welche in der Notiz S. 285 des 27. Bandes des Cretle- 
schen Journals aus dem unendlichen Doppel prodoct dadurch abgeleitet sind; 
dafs man abwechselnd die Jtfultiplication zuerst nach dem einen und dann nach 
dem andern Index ausgeführt hat. In jener, Notiz vom Februar 1844, weiche 
nur als eine fluchtige Andeutung zu betrachten ist*), habe ich nur die spe- 
cieilen Falle des unendlichen Doppelproducts v. ^ 



betrachtet, welche den Werlhen ys=0, ^ ~ und entsprechen 

(mit Übertragung der dort angenommenen Buchstaben auf die hier gewählten); 
auch habe ich dort auf die Modifikationen keine Bäcksicht genommen, weiche 
durch die Vertauschung der Multiplicalionen entstehen, und welche Modifikationen 
hier ausführlich und von einem viel allgemeineren Gesichlspuncte aus erör- 
tert worden sind; die gegenwärtige Abhandlung kann daher zum Theil als 
eine Ergänzung und weitere Ausführung der frühem, eben erwähnten ange- 
sehen werden; und in der That sollen im folgenden Paragraphen allgemein 
die Belationen zwischen einfachen unendlichen Producten betrachtet werden, 
welche sich aus dem unendlichen Doppelprodoct ergeben: nicht allein dadurch, 
dafs man die Ordnung der beiden Mnlliplicationen vertauscht, sondern Oberhaupt 
dadurch, dafs man auf die Indices irgend eine Transformation von der Form 

anwendet, wovon die Umkehrung der Ordnung der Multiplicalionen, wie schon 
bemerkt, nur ein spedeller Fall ist. 



•) In der That wurde jene Notiz während des 
Manuscripte hinzugefügt 
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Es bietet sich bei Gelegenheit dieser Art Iren Transformationen der In- 

dices ein Fall dar, welcher ein ganz besonderes Interesse für sich in Anspruch 
nimmt; es ist derjenige, wenn die ursprünglichen Moduln der Periodicitat a 
und ß mit den transformirten o* und ß' in der Proportion 

a:ß == a':ß' 

stehen; in welchem Falle man sagen kann, dafs der Quotient der beiden Mo- 
duln — , welcher bei den hier vorkommenden Functionen eine Hauptrolle spielt, 
durch die Transformation ungeindert bleibt. In diesem Falle wird 

• •• -■ . 

die transformirten Summen geben also wieder in die ursprünglichen aber, nur 
tritt ~y an die Stelle von y. Wenn man daher für den Augenblick 

■■ ■ ■ t («*+p«t?t 
schreibt, so findet entweder geradezu die Gleichung 

Statt, wenn der Exponent £>* 2 ist, oder diese Gleichung wird richtig, wenn 
man auf der einen Seite eine gewisse ganze Function ersten Grades von y 

hinaufügt. Ea labt sich also, >(~r) stets auf sehr einfach» Welse in </>(/) 

ausdrücken; dies heilst aber in der Sprache dieser Theorie: „Die hier vor- 

Jen Muttiplicator £ oaVi- famen eich mit £ mwftiplkirenr Die Bedin- 
gungen dieses Falles sind durah die Gleichungen 



ß = toa, /?' = uta', 

l\ r ...ii.. I in. t i.'. a .... . ...i> ' ' ; * 

. , . , q'= *Da, ß' = aß 

ausgesprochen. Fahrt man vermittels dieser Gleichungen die ßuchslaben « und Q, 
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welche die gleichen Ve*a*iils*e der Moduln anzeigen, in die Formeln 

"• • l " ** J ' ' :,>1 ß' = fltt-^Qß • ' " ■ ' 

ein, indem man die ersle dieser Formeln durch et, die zweite durch ß dividirl, 
so erhalt man die Gleichungen 

fl> ä= X-{-»'to, 

. » • i - .. . li I 1m# 1.''] r 1» !.• ' .."';«/. .'. ' 

* • . . > w . : 

zur Bestimmung von tu und a>; hieraus lflfst sieh fl) unmittelbar eiiminiren und man 
erhält i-f-™ = -£-f o, also die quadratische Gleichung 

ycu'-j-(A — p)w — = 0 

für u>. Um w aus obigen Gleichungen zu eiiminiren, schreibe man sie wie folgt: 
& — X — vtv, es — p = und mulliplicire diese beiden mit einander; dies 
giebt (ffl — i) (ö — p)« juy, folglich für 0 die quadraüsche Gleichung: 

die urspronglichen Gleichungen for <* und <ö haben öbrigerfe eine sehr ahe- 
liche Form mit denen, welche in der Theorie der Planetenstörungen vor- 
kommen. Da nach den ersten Principien o> = 4 iraa g in4r i d « D - wesentlich 
nicht reell sein mufs, so kann die Determinante der quadratischen Gleichung für », 
nämlich der Ausdruck w s 

nur negativ sein. Diesem Ausdrucke gebe man die Form 

J = (A.|-p) 1 — 4Ap-f4i4f es (i-f -e) a — 4«; 

man sieht dann sogleich» dafs derselbe gleichzeitig die Determinalc der andern 
quadratischen Gleichung . ; 

+ + • = 0 

ist; »und © enthalten daher eise und dieaelhe Irralionalitil y'J und na» hat 

e» = - — 2 — ' 

wo die Zeichen ± wegen der Gleichung a = X^-vm correspondiren. Da 
nun J negativ sein mufs, so bleibt zunächst der Fall e = — 1 ausgeschlos- 
sen, für welchen slch^ als Summe von zwei Quadraten (* 4 dertlellt. 
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und für ,=4-1 mk 



(He) 1 < 4 

«ein, daher kann nur i-fi = 0 oder =±1 sein, und dann i* J=-4 
oder = — 3; es können also einzig und allein nur folgende drei Combina- 
tionen den Bedingungen dieses Falles Genüge leisten: 

M-o=-l, ^«-3, B^^f-A 

also 0 kann nur sechs Werthe haben, welche zugleich stamtlich Wurzeln der 
Einheit sind ; nflmlich wenn r eine imaginäre drille Wurzel der Einheit be- 
zeichnet, so sind die sechs Werthe von S): 

' ' +f, ±r und ±r>; 

d. h. alle imaginären vierten und sechsten Wurzeln der Einlieit, d.h. alle 
imaginären nten Wurzeln der Einheit, wenn n eine ganze Zahl ist» für welche 
die Anzahl der- Zahlen, welche kleiner als it und zu n relative Primzahlen 
sind , zwei betrügt. Ferner ist w In <l> in allen Fällen durch die Gleichung 

... . (O ■ ————— 

\ . • • <• ' »• — ■ . ; . ■ \.- f 

bestimmt, wo für X und * irgend zwei ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Theiler genommen werden fcdnneir, zu welchen sich zwei ändere ganze Zahlen 
fi und p den Bedingungen XQ^-fty^ 1 und X+y «= 0, ±1 gemfifc auf- 
stellen lassen. Für ffl = ±i ist also -X 1 - f iv=l t -^ = ^±1, 

folglich A»S5-i (mod.iO; es mufe also -^-1 zu V quadratischer Rest sein, 
folglich darf r oder \v nur Primfactoren von der Form 4 n-fi enthalten, 
aber v darf weder durch 4, Äöch durch 1 PrimzaWen der Form 4n-f3 theilbar 
sein. Üb alle Werthe von X, u, y, ? zu! erhalten, verfahrt man am besten, 
wenn man X ganz beliebig annimmt, dtoRnm 1*4- 1 auf irgend eine Art in des 
Prodoct zweier ganzen reellen Zahlen zerlegt, deren eine man — p, die andere 
v nennt, und dann p = — X setzt; es giebt also jedesmal unendlich viele ver- 
schiedene Werthe von ^ VW der Form ^41, weiohe den beiden Werthen 

in =='±1, wo die Zeichen einander Entsprechen, zugehören. Wenn Dbrigen» : — ■~Wr 
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in der Reihe der Werthe von w vorkommt, 80 kommt auch -f^- = v 

vor; denn wenn das System X, fi, v, q den Bedingungen A 2 -fl =—/*>', 
ld p = 0 genügt, so genügt auch das System — l, —fjt, —v, — p offenbar 
denselben Bedingungen: es stimmen daher die beiden Reihen von Werthen 
von w, deren eine ß> = -f i, die andere £ö = — t entspricht, vollkommen mit 
einander überein; nur gehören die in beiden Reihen übereinstimmenden Werthe 
von tu tu vermiedenen und zwar zu entgegengesetzten Systemen der vier 
ganzen Zahlen X, /*, v, (». Eine bemerkenswerthe Eigenschaft der den beiden 
Werthen G>=+i gemeinschaftlichen Reihe von Werthen von tu besteht darin, 
dafs immer je zwei Glieder der Reihe gefunden werden können, deren Pro- 

dnct = -fl ist; wenn nämlich -~±i vorkommt, so kommt weh vor, 
deren Product =^-i^=l ist; denn die obigen Bedingungen bleiben er- 

füllt, wenn man — fi an die Stelle von v und zugleich — v an die StelJe von f* 
setzt. Die einfachsten Werthe von w sind übrigens to = ±i. 

Für tö = +r, ±r t wird man durch die Gleichung Ap—ftv = l stets 
zu der Auflösung einer Gleichung von der Form 

f+l+l = wo 

in ganzen Zahlen geführt, d. h. zu der Zerfallung eines quadratischen Ausdrucks 
mit der Determinante —3 oder eines Products zweier conjugirten ganzen 
complexen Zahlen aus dritten Wurzeln der Einheit, wie r)(t — r 2 ), in 
das Product zweier reellen ganzen Factoren; denn für fl> = r und O^r 2 
wird o = -i— 1, also Ä(— i— 1)— /uv = i = — V — l— fiv, d. h. 

i' + A-f 1 = -fiv, . . ., 

und für ©= — r und 0 = — r 2 wird f = — i-f 1, also i(— 1+ 1) — fir 
= 1 = — * 5 -f k — fxv, d. b. 

i'-i-f 1 = -flV. 

Berücksichtigt man die Gleichung 1+r-f r 1 = 0, so sieht man, dafs für diese 
vier Fülle die Werthe von u> immer auf die Fi 



werden können; denn fSr(J»f hat man — == ^17» « 
0> = r 2 wird w = ~^~ 1 -~ r , für ß>=— r wird Apl, 
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j r t l \ r 

endlich für O = — r 1 hat man to = ~- = — — — . Umgekehrt, wenn 

man auf irgend eine Art die ganzen Zahlen / und u der Gleichung i 1 -\-l-\-l=uv 

genügend bestimmt und den Ausdruck m=—^- an die Spitze stellt, so kann 

mRn, während dieser Werth von tt> unverändert bleibt, 2u jedem der vier 
Werthe von (D ein zugehöriges System X, u, v, p in f, w und v bestimmen; 
in der That braucht man für die vier Werthe von flf nur folgende Tafel auf- 
zustellen: 

0 = r, t = X, u = — y, 

m= r\ t— — X — 1, ti — v, 
m = —r t t=—l, v= v, 

G> = — r 5 , / = X — 1, u — —v, 
aus welcher sich das Folgende ergiebt: 

r, X= f, u= v, 
fö= r 2 , A=-/-l, ft = -v > 
ßj = — r, X = —( t fi=—v, 
ö> = — r*, X = t\\, ,w= v, 
und zu bemerken, dafs für alle vier Systeme Xq — f ir=— f (/-f- 1) -f • «> = 1 
wird, um einzusehen, dafs durch diese vier Systeme, welche den vier verschie- 
denen Werthen von £5, aber einem und demselben Werthe von cd entsprechen, 
allen Bedingungen genügt ist. Es folgt hieraus, dafs den vier Werthen ®—±r, 
+ r* eine gemeinschaftliche Reihe von Werthen von to entspricht, und dafs 
diese gemeinschaftliche Reihe erhält, wenn man alle Combinationen von 
Zahlen t> «, welche der Gleichung f*-f/-f1=«e> genügen, in 

t—r 
w u 

setzt. In dieser Reibe kommen ebenfalls 
der vor, deren Product = + 1 ist, nämlich 

'- r und < - r ' - , - 1 ~ r - 



V = 




(»— 




V = 


— r*> 


9 = 


-X-U 


V = 


—p> 


9 = 


-HL 


V — 


,«> 


P = 








9 = 




V = 


tt, 


9 = 




r = 


tt, 


9 = 




V = 


-tt, 


9=-- 





M V — V 

u und c als Theiler der Form **-{-/-f * ste,s ungerade und nur 
durch 3 oder durch Primzahlen 3n + l theilbar. Die einfachsten Werthe von 
co sind (oss+r und cu = ±r 3 . Die Functionen, deren Argumente mit ffi 
(welches hier stets eine vierte oder sechste Wurzel der Einheit ist) multiplicirt 
werden können und welche zu der eben angestellten Untersuchung die Ver- 
anlassung gegeben haben, spielen eine wichtige Rolle in der Zahlen theorie. 

32 
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Es wird in der That einen Theil dieser Arbeit ausmachen, unmittelbar auf die 
Eigenschaften der diesem Falle entsprechenden unendlichen Doppelproducle ohne 
Hülfe jeder andern Theorie die Fundamentallhcoreme für die Reste der vierten 
und sechsten Potenzen zu begründen. Es konnte daher die vorhergehende 
Auseinandersetzung, welche vielleicht zu lange bei der Behandlung eines spe- 
ciellen Falles zu verweilen schien, nicht unterlassen werden. Übrigens sind 
die dem Falle fl> = + i entsprechenden Functionen unter dem Namen der lemnis- 
calischcn Functionen, namentlich von Abel, behandelt worden, nachdem schon 
Gaufs in den „Disquisilioncs Arithmeticuc" im Vorbeigehen auf sie aufmerksam 
gemacht halte; dagegen scheinen die andern hier vorkommenden Functionen, 
für welche CD eine sechste Wurzel der Einheit ist, und auf welche ich schon 
in frühem Abhandlungen wiederholt aufmerksam gemacht habe, bisher auf- 
fallend vernachlässigt worden zu sein, und ist dies um so weuiger zu recht- 
fertigen, als diese Functionen in der Theorie der aus drillen Wurzeln der 
Einheil zusammengesetzten complexen ganzen Zahlen in der Thal durchgängig 
die Bolle der leinnisealischen Funclioncn übernehmen und in der That von den 
bisher bekannten die einzigen Functionen sind, die in jenen seltenen und frucht- 
baren Eigenschaften den letnniscalischen an die Seilo gestellt werden können, 
welche die letztem an die Spitze aller anderen elliptischen Functionen zu er- 
heben scheinen. 

» mAmfif Wv \ . ■ ■ 

Bei Gelegenheit der hier untersuchten Transformationen der Indices 
bietet sich die Frage nach denjenigen Transformationen dar, für welche auch 

M = Im' -f««', *• = vm'-\ (fit' 
gesetzt wird, während aber nicht wie bisher Xq — ,wv= + l, sondern irgend 
einer anderen positiven oder negativen ganzen Zahl e gleich ist. Diese Trans- 
formalionen, bei welchen nicht durch ein einziges, sondern erst durch mehrere 
Systeme von Substitutionen alle Werthe der Indices erschöpft werden, gehören 
in eine andere Categorie, indem sie vier neue Indices statt der beiden ur- 
sprünglichen einführen, und sollen daher in einem späteren Paragraphen be- 
sonders betrachtet werden. Es wird sich dann zeigen, dafs Alles, was man 
bisher mit dem Namen Transformation der elliptischen Functionen bezeichnet 
hat, unter dieser allgemeineren Gattung von Transformationen der Indices be- 
griffen ist. 
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Die Convergenz des unendlichen Doppelprodaets, welches den Gegen- 
stand dieser Abhandlung ausmacht, so wie die Coavergens der mit ihm zu- 
sammenhängenden Doppelsummen, wenn man im Producte die Multiplication, in 
den Summen dio Addition zuerst nach dem einen Index («) und dann nach dem 
andern Index (») verrichtet sich vorstellt, wird dadurch nachgewiesen, dafs man 
die eine Mulliplication oder Addition (nach »«) mit Hülfe der Kreis- und Expo- 
nentiaifunctionen wirklich ausführt und die Convergenz der durch dieses Ver- 
fahren erhaltenen einfachen Producte oder einfachen Summen mit dem einen 
Index n der Untersuchung unterwirft. Man bediene sich zu dem Ende des 
folgenden Systems von Formeln, welche sich auf Kreis- und Exponential- 



Man betrachte zunächst die folgenden einfachen Reihen: 

m=*> ^ m=sm j m=» j 

m £ v WT^' .^ X FF^) T, U8wf ' 



ich der Ordnung nach durch 

(2,x), (3,ar), (4,*), «.s.w. 
bezeichnen will, indem ieb sie als Functionen von x einführe. Ans den 
Principien des ersten Paragraphen geht für diese Reihen hervor, dafs (2,ar), 
(3, x) in infinit, von der Anordnung der Glieder unabhängig convergirende 
Summen bilden und deshalb vollkommen bestimmte Functionen von x darstellen, 
welche in der Tbat als Totalitäten aller unendlich vielen, sie zusammensetzenden 
Glieder anzusehen sind. Dagegen wird erst dann zu einer bestimmten 

Function von x t wenn man sich über die Reihenfolge der Glieder in der 
Summe entscheidet. Man nimmt an, werde als Grenze der Summe 



v 



für * = oo betrachtet, d. b. man setzt 

= h— i T + -» — 7+-» 5T m 

gleich einer Reihe, deren genugsam bekannte Convergenz aus den Principien in 
§. 1. folgt. Die hier vorkommenden Functionen sind sämmtlich einfach periodisch 
und ihr Modul der Periodicttät ist = 1 ; denn transformirt man in den Sum- 
men den Index m f indem man m-f 1 statt m seist, so geht x in x-\- 1 ober, 

32» 
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während die von der Anordnung der Glieder anabhängigen Reihen (2, x), 
(3,*) u. s. w. gänzlich unverändert bleiben und (l,x) den Zuwachs 

VS x+m — L ' m ~ ^»x+wl = L,m \ m JE k+l ~~ „^x+ml 

erhält, also ebenfalls unverändert bleibt. 

Die Fundamental -Eigenschaften dieser einfach-periodischen Functionen 
ergeben sich aus der Betrachtung einer einzigen identischen Gleichung, näm- 
lich der folgenden: 

in welcher p und y irgend welche Gröfsen sein können, die von Null verschie- 
den sind, und deren Summe ebenfalls von Null verschieden ist. Man setze 

P = V — —x — n, p^q = m — n, 

und nehme an, dafs m und n irgend zwei verschiedene reelle ganze Zahlen 
seien und dafs x keine ganze Zahl, übrigens beliebig complex sei. Man erhält 

(h . < i = 1 ( 1 , 1 \, 2 / 1 i\ 

K } (a-f in)* (jt + m)* 1«»— w)»V+ «*)*' (x+m) , > /T (»»— «)»\r-fm jc + «/ 

Setzt man hier für in und n, unabhängig von einander, alle ganzen Werthe 
von — oo bis oo, mit Ausnahme derer, welche tn = n machen, und summirl 
über diese Werthe nach tn und n als Indices, so erhält man links eine Dop- 
pelsumme, welche von der Anordnung der Glieder unabhängig ist, und welche 
sich durch die obigen Functionen in der Form 

(2, *) J -(4,x) 

darstellen läfst; denn nimmt man bei der Summation alle Combinationen m, », 
ohne diejenigen, für welche m = n ist, auszuschliefsen, so steht links das 
Product aus den beiden einfachen Summen 

deren jede = (2, x) ist, während diejenigen Glieder der Doppelsumme, für 
welche m = i» ist, und welche aasgeschlossen, deren Summe also von (2,x)* 
subtrabirt werden mufa, für sich die einlache Reibo 

bilden. Auf der rechten Seite kann man, da die Doppelsnrame von der An- 
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Ordnung der Glieder unabhängig ist, m — n als neuen Index in einführen, 
indem man n beibehält und tn'-+-n an die Stelle von tn setzt; denn tn — n 
durchläuft für jeden stehenden Werth von n alle ganzen Werthe von — o© 
bis », mit Ausschlufs der Null; nach der Transformation der Indices durch- 
läuft also n alle Werthe von — oo bis oo ohne Ausnahme und tn alle diese 
Werlhe mit Ausschlufs von tn' = 0. Man erhält hiernach rechts 

yy( j_ r y i i > i _l ( i !_\) 

/id «* lm'A(j-f-m'-f-i»)» 1 (jt+ii)»/' i»'» Vr + m'-f* jr+*/r . 

Das allgemeine Glied dieser Doppelsummen ist ein viergliedriger Ausdruck, 
und wenn man zuerst die Summation nach n ausführt, so kann man diese 
vier Glieder trennen und jedes derselben für sich als allgemeines Glied einer 
Summe nach n gelten lassen ; denn diese vier Summen convergiren, jede für 
sich, wenn man nur, was wenigstens für die dritte und vierte nolhwendig ist. 
die Summation nach n so ansieht, dafs erst von — k bis Ar summirl und dann 
k — oo gesetzt wird. Nach vollzogener Summation in Bezug auf n erhält man 

welches sich wegen der Periodicilät der Functionen auf 

^(2,x) + ^ I (2^) + ^(l,x)-^(1,x)=A (2 , x) 

reducirl. Hier ist nun nach tn' zu summiren. Da in nur in dem Factor — = 

Ml' 1 

vorkommt, so hat man bei dieser Summation 2(2,2') als gemeinschaftlichen 
Factor aller Glieder herauszusetzen und man erhält 

-) 4 *• .a**«il «dl«** 2(2*, 0) {*, *), 

als Resultat der doppelten Summation, wenn man durch (2*, 0) die Summ»- 

bezeichnet, welche sich auf alle ganzen Werthe von tn mit Ausschlufs 

von iw' = 0 erstreckt. Vergleicht man dieses Resultat mit demjenigen, wel- 
ches die doppelte Summation auf der linken Seite der Gleichung (6.) gegeben 
hat, so findet man die Formel 

(1.) (4,*) = (2,*) J -2(2»,OH2,*). 
Gehl man wiederum auf die identische Gleichung (a.) zurück und setzt diesmal 
p = m, ff — n, p-\-q=.x-\ -m-j-n, w»-f n = m', m = m' — n, so er- 
hält man 

f l < , ± i ( 1 I I \ . J / \ l\ 



als allgemein«« Glied einer Doppelsumme nach m und », in welcher 4er 
n = 0, also die Combinationen m=m! auszuschliefsen sind. Links erbfilt 
indem man nach vi und n summirt, das Product der beiden einfachen 

(2.x) und (2*, 0). Üa diese letztern beiden Summen, also anch ihr Product, 
als Doppclsumme betrachtet, unabhängig vou der Anordnung der Glieder con— 
vergiren, so ist es erlaubt, rechts nach in' und u statt nach m und » zu sum~ 
miren; ferner ist es erlaubt, wenn man erst nach n summirt, die vier Terrae 
des allgemeinen Gliedes rechts in (c.) zu trennen, und dann kann man im 
ersten und dritten wiederum tn~m' — n an dio Stelle von n als Index ein- 
führen, so dnfs im zweiten und vierten Terra m' und n, im ersten und dritten 
Term m' und m die Indices sind; für jene ist beim Suramiren der Werth » ^=0, 
für diese die Combination m'^m auszuschliefsen; die Summen nach n, welche 
aus dem zweiten und vierten Torrn entspringen, sind 

iL - (2*,o) und iL = o- * [hj; 

die Summen nach iw, welche aus dem ersten und dritten Term entspringen, sind 
1 _ o 1 \ i 

Wenn man diese Wertbe einsetzt und dann nach m! summirt, so erhalt man 
endlich rechts: 

= (2,*) (2,*) -(4, *)+(2 r *)(2«, QH 2(3, *)(i, *)-2(4, 
und da wir schon auf der linken Seile (2*,0)(2, *) gefunden hatten, so ge- 
laugt man noch einer leichten Reductionjra der «weiten Formel: 
(3.) 3(4,*) = (2,*)*-[-2(l,*)(3,*). 
Diese beiden Formeln (1.) and (2.) sind nichts anders, als Differential- 
gleichungen für die Function (1,*); denn aus der Definition der Functionen 
(1,*), (2, *), (3, a?) etc. selbst geht unmittelbar hervor, dafs dieselben durch 
fortgesetztes Differenliiren nach x der Reihe nach jede folgende aus der vor- 
hergehenden abgeleitet werden können, indem 

6(1,*)= -(2,*), 6(2,*) = -2(3,*), 6(3,*) = -3(4,*), u.s.w. 
ist, wenn man durch b die Differentiation nach * bezeichnet. Da man nun 
zwei Differentialgleichungen, und zwar zwei von einander unabhängige Diffe- 
rentialgleichungen , welche beiläufig von der dritten Ordnung sind, rar 
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slimmung einer und derselben Function (l,x) hat, so karm man durch fortge- 
setztes Differentiiren und durch Elimination möglichst viele höhere Differential- 
quolienlen der Function wegschaffen und zu einer Differentialgleichung von mög- 
lichst niedriger Ordnung gelangen, ohne dafs man hierbei irgend eine Integration 
auszuführen und irgend eine neue (willkürliche) Conslante einzuführen brauchte; 
nur mufs man diese Elimination nicht zu weit fortsetzen, weil man sonst zu iden- 
tischen Gleichungen geführt wird; denn hierdurch hilft sich die Analysis, wenn 
man die Function zwingen will, einer einfacheren llelation Genüge zu leisten, 
als sie ihrer Natur nach fähig ist. Wollte man z. B. aus (1.) und (2.) die 
sümmtlichen Differentialquotienlen von (l,.r) eliminiren und nur (l,x) selbst 
beibehalten, so müfste man jedenfalls auf eine identische Gleichung kommen, 
weil 1 . ./ als transcendcnle Function einer rein algebraischen Gleichung, als 
einer Differentialgleichung gewissermafsen von der Ofen Ordnung, nicht genügen 
kann; dagegen kann man wohl aus (1.) >md (2.) die nach dem ersten folgen- 
den höheren Differentialqnolienten von (1, x) wegschaffen und eine Differen- 
tialgleichung erster Ordnung für aufstellen; andrerseits kann man auch 
z.B. (2, x) und (3, x) beibehalten, und alle übrigen (1, x), (4,x) u. s. w. eli- 
miniren; dann hat man eine Differentialgleichung erster Ordnung für (2, x); und 
so in ähnlicher Weise auf unendlich viele Arten. Diese Elimination kann wohl 
am einfachsten auf folgende Weise ausgeführt werden. Setzt man (l,x)=y, 
so wird —(2, x) = /, 2(3, x) = y", — 6(4,x) = /", und setzt man noch 
der Kürze wegen (2*, Ö) = c, so geben (1.) und (2.) 

00 -y"' = 6/M -12*/, 

(/*•) -r = 2/M-2 rr ". 

Eliminirt man hieraus so ergiebt sich 

Cr) -yy" = 2/4**** * V* «* 

wird dies differentiirt und für y'" sein Werth aus («.) gesetzt, so erhalt man 

ff+yj» = Ay'y"-\ Gey" •-= y>y>'-Qyy'>- 12c r / 
oder 3//'-f 6c/' = — 6y/"— 12cyy', oder, wenn man mit dem gemein- 
schaftlichen Factor 3>'-f 6c, welcher nicht verschwinden kann, auf beiden 
Seiten dividirt: 

C< T.) y" m -2yy'. 
Eliminirt man nun noch y" aus (/.) und (<J.)i so erhält man, wenn man den 
Werth y" = — 2yy* aus (üV) in (p.) einsetzt: — 2// = 2}' , 4-6c/, oder, 
wenn man durch 2/ dividirt: 

CO -f = / + 3«, 
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d.h. (l,a?) genügt der Differentialgleichung erster Ordnung 

(3.) = -(l,*)'-3c, oder 

(3.) (2,*) = (l,ar)M-3(2',0), 

wo die Constante 

3(2*, 0) = 3« = 6(l-fi4-i + 1 JW + .--0 
ist. Wenn man endlich aus (y.) und (tf.) statt y" vielmehr y eliminirl. so 
erhfllt man für y' die DifTerenzialgleichung erster Ordnung: 

CÖ ST «3 2y7(-y'-3c). 
Ferner lüfst sich noch (<T.) so schreiben: 

(4.) (3,x) = (l,a?)C2,ar). 
Übrigens sieht man aus diesen Formeln, dafs sich sämmlliche Reihen in die 
erste l..r, rational und ganz ausdrücken lassen, d.h. (2,x), (3,j?) etc. in. in f. 
sind rationalen ganzen Functionen von . I . ./•; gleich. Setzt man in der Dtf- 
forentialgleichung erster Ordnung für y: '/^ 

~ = — y' 2 — n 7 ; y — 7t i; und x = — $, 

so giebt sie ^7= — (t-f-*? 2 )- y verschwindet für ar=^, denn wegen seiner 

Eigenschaft als ungerader Function von x genügt (l,ar) der Gleichung (t, — x) 
= — (l,ar), also ist (1, — 1) = — (1, ±), und wegen der Periodicität ist (1, — J) 
= (1, — i + 1) = (M), also (1,|) = — (1,1) = 0; folglich verschwindet»; 
für £= ^ . Diejenige Fnnction /; von £, welche der obigen Differentialgleichung 

Bti n 

qE= — (1-f" 1 ? 2 ) genügt und für £ = -2 verschwindet, nennt man eben die Co- 
langente von f, also hat man y = 7i7; = ,-7colang|= ^colang.T x, d.h. 
(l,x) = = TicotangTix = y. 

lntegrirl man nach einem bekannten Verfahren die Reihe — \ — = >■ nach x, 

j-f m J ' 

so ergiebt sich 

r Bx r r 

= -J\+tf = -i'og(l-f r^-f Coast. 

kg -j Consl. = logsin/ix-J-Const.; 
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und wenn man in der Summe das Glied ausläfst, dessen Index 0 ist, 

llog(*-f-«i) = I 0 g^2£+Const. 
Hier kann man die Integration mit Nuli anfangen lassen und erhält, da 
sianjr = 7x für x = 0, also log * >nnx = loen ist, 

X X 

J{log(j?-f-m) — login} = 2log(i-\-£) = log^^ — logn, 
folglich, wenn man von den Logarithmen zu den Gröfsen selbst übergeht: 
x(l+x)(l-o:)(H|)(i-f)(l-ff)(l-f)ininf. = isin**. 

Dos unendliche Product, dessen Werth =— sinnx ist, kann man sehr bequem 
so schreiben: 



wenn man sich nur vornimmt, statt des sinnlosen Factors 1— den andern 

x zu setzen. In dem Schulprogramme des Friedrich- Wilhelms -Gymnasii vom 
29. Sept. 1845 hat mein verehrter Lehrer Herr Prof. Schtllbach Ober diese 
Producte eine Abhandlung publicirt, welche, da sie die Ableitung der Funda- 
mental -Eigenschaften der trigonometrischen Functionen, ausgehend von den 
unendlichen Producten, zum Gegenstande hat, hier ganz passend erwähnt wird. 
In jener Abhandlung wird die Ausschliefsong eines Werthes des Index durch 
das Zeichen ! angedeutet, also z. B. m!0 bedeutet die Ausschließung des Wer- 
thes 0 für m, und das obige Product, bei welchem der Factor 1 — ^ auszu- 
schliefsen und dafür der andere x zu setzen ist, wird durch 

bezeichnet. — Nachdem dieses specielle unendliche Product bestimmt ist, kann 
man leicht den Werth des allgemeineren Products n(i — a *_^ß ) finden, wel- 



ches stets als die Grenze des folgenden 

( 1 - ' ). k X. 



-=5?)- *-- 

betrachtet wird. Das allgemeine Glied dieses Productes lafst sich so schreiben: 

am+ß — x 
am-\-ß 

Hier darf man Zähler und Nenner nicht von einander trennen und jeden für 
als allgemeines Glied eines Products hinstellen, weil diese letzteren bei- 

33 
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den Producta gegen keine endliche Grenze convergiren würden; wohl aber 
kann man diese Trennung vornehmen, wenn man zuvor Zähler und Nenner 
durch am dividirt und das allgemeine Glied des Products in der Form 



am 

schreibt; was geschehen kann, so oft m von Null verschieden ist; für m = 0 
mufs man aber die ursprüngliche Form des allgemeinen Gliedes 

ß—x . . ß—* . ß 

(t a ' a 

beibehalten. Man erhält auf diese Weise 

n(\ X \ a V T aml(V 

« \ ' omlü/ 

und da nach der obigen Formel der Zahler den Werth —sin n ^~ x ^ , der 

St tt 

Nenner den Werth 4-«»»— hat, so erhält man, wenn der Kürze wegen 

8 x 

^ = to, — = | gesetzt wird, die Formel 

m n(\- x \ - sin *( M — I) ffr—fl f — c-"("-»' 

welche als Fundamentalformel bei der Ausführung der einen MultipHcation 
nach m in dem unendlichen Doppelproducte benutzt wird. 

Um die Fundamentalformeln für die Ausführung der einen Summaüon 
in den Doppelreihen aufzustellen, welche aus der Entwicklung des Logarithmen 
des Doppelproducts entspringen, geht man von der gefundenen Summe 

_ 1 COS fix 

,x) = ^jj^ = *cotang*x = i^^r 
aus, und differentiirt dieselbe fortgesetzt nach x. Dies giebt 

(2, X ) = ^j-^L- = -e(nco»an g nx) = ^ + c ^„ af) = _Jj!_ 

V 3*sin»nx" r sin«»x/ 
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and so weiter fori. Im Allgemeinen mufs man die Reiben mit geraden Expo- 
nenten von denen mit ungeraden Exponenten enterscheiden; für die ersteren 
erhält man eine Formel von folgender Gestalt: 

OL) (2y.*)=^(7^ = ^(^ + ^ + s -s?b+ etc.): 

eine Reibe, die mit dem Gliede gin ^ nf abbricht. Für ungerade Exponenten 
erhält man 

(III.) (2/+1, *) =^ (Tf ^ = + -a^: + + etc.): 

diese Reihe bricht mit dem Gliede . c ?*^' r ab. Die Coefficienten ö, a', a", etc. 

und 6, ö', ft", etc. bangen auf einfache Art mit den Bernouilischen Zahlen 
zusammen, und das recurrente Gesetz, nach welchem ihre successive Bildung 
geschieht, ist leicht aas den fortgesetzten Differentiationen zu erkennen. Man 
kann den Ausdrücken zur Rechten in (IL) und (III.) noch mannigfache andere 
Formen geben; z. B. die schon weiter oben angedeutete, nach ganzen Poten- 
zen von eotangftx; and zwar enthalten die Entwicklungen nur gerade, oder nur 
ungerade Potenzen von cotangTrx, je nachdem der Exponent der Reihen, deren 
Ausdruck gegeben wird, gerade oder ungerade ist; der Grad dieser ganzen 
Functionen von cotangrra? ist gleich dem Exponenten der Reihen (2#,x) resp. 
(2y-f 1,*). 

Das hier abgeleitete System von Formeln findet sich wohl zuerst unter 
einem gemeinschaftlichen Gesicbtspnncte vereinigt in Euler's „Introductio in 
Analysin InGnitorum": in diesem berahmten Werke, welches die in Folge der 
Erfindung der Differential- and Integralrechnung auftretenden vereinzelt ste- 
henden Resultate in ihrer Gesammtbeit aoffafste und zu einer wissenschaftlichen 
Theorie erhob. Indem ich auf diese (fingst bekannten, jetzt ganz elemen- 
taren Formeln mit Ausführlichkeit zurückgegangen bin, statt dieselben blofs 
historisch anzuführen, geschah es weniger, um den Kreisfunctionen selbst eine 
neue Seite abzugewinnen, als vielmehr in der Absiebt, Principien aufzustellen 
und in einem einfachen Falle klar zu machen, welche nicht allein mit gleicher 
Leichtigkeit die Fundamental -Eigenschaften der Kreisfunctionen and die der 
elliptischen Functionen ergeben, sondern weiche auch Schritt um Schritt die 
Analogie verfolgen lasson, welche diese beiden Arten von Functionen sowohl 
unter einander als auch mit den algebraischen Functionen verbindet Die iden- 
tische Gleichung (o\), welche die Grundlage der ganzen Untersuchung bildet, 

33» 
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drückt selbst eine sehr einfache Relation zwischen algebraischen Functionen 
aus; ihr entsprechend findet sich eine Fundamentalformel für die Kreisfunctionen. 
Die Gleichung («.) war hinreichend zur Aufstellung aller hier nöthigen For- 
meln; diese Gleichung ist aber selbst nur ein specieller Fall einer allgemei- 
nem, welche aus der Theorie der Zerfällung in Parlialbrüche gezogen ist. 
nämlich der folgenden identischen Gleichung: 

i i _°=£- l v(v+t)....(v+e— 1) _J 1_ 



, '%- Vifr+i)....(H-T-i) * _L 

+ 1.2 ... r 't/» + 7^ + ' 7~ 

Man setze in derselben p=x-\-tn, g= —x — n, so dafs p~q — m — n 
wird, und summire dann über alle Werlhe von m und n von m = —oo bis 
m=oo und von »= — oo bis n=oo, mit Ausschlufs der Combinalionen m = n. 
Auf der linken Seite der Formel erhält man dann 

(-1)" {{u, x) ar) - (/* + *))• 
Auf der rechten Seite werden ebenfalls die vorkommenden unendlichen Sum- 
men durch die hier betrachteten reeiproken Reihen ausgedrückt werden können, 
wenn man m — n als neuen Index einführt. Die Berechtigung zu der Ein- 
führung dieses neuen Index beruht wesentlich auf der Annahme, dafs u und 
v~>\ sein sollen, welche man machen mufs, damit die Totalsummen, deren 
allgemeine Glieder die linke und die rechte Seite der Formel (</.) sind, un- 
abhängig von der Anordung der Glieder convergiren. Man könnte zwar auch 
andere Fülle betrachten, welche dieser Beschränkung /< Z> 1, v > 1 nicht unter- 
liegen, aber man müfste dann dem Verfahren eine genaue Untersuchung der 
Modificationen voranschicken, welche die vorkommenden Reihen durch Einfüh- 
rung neuer Indices erleiden können. Nach Einführung des neuen Index tn — n 
kann man die j*-f v Terme des allgemeinen Gliedes auf der rechten Seite trennen 
und jeden Term einzeln summiren. Die Berechtigung zu dieser Trennung be- 
ruht darauf, dafs die einzelnen Doppelsummen, welche zu allgemeinen Gliedern 
diese einzelnen Terme haben, jede für sich convergiren; denn diese Doppel- 
summen lösen sich in Producte von convergenten einfachen Summen auf. In 
dcrThat: für diejenigen Reihen, in welchen die Exponenten die Einheit über- 
treffen, folgt diese Zerfällung aus der Unabhängigkeit dieser Reihen von der 
Anordnung ihrer Glieder, wahrend sie für diejenigen Reihen, deren Exponent 
= 1 ist, aus ihrer PeriodiciUtt hervorgeht. Man findet auf diese Weise rechts 
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'T w ; + ^°~v +>o )( ,.-».*) 



„—() 

i =r-l 



+ -— *; + «>--»+*-V iy (y+ ^0)(,,- T ,x), 

wo der Stern * stets das Ausfallen des Werthes Null für den Index bedeutet. 
Dieser Ausdruck vereinfacht sich bedeutend, wenn man bedenkt dafs (#*,<)) 
stets = 0, wenn g ungerade ist, und wenn man jedesmal in den beiden Sum- 
men zwei entsprechende Glieder, welche durch die Relation p — o = v—z 
zusammenbangen, zusammenzieht, indem man die constanten CoefGcienten in 
beiden addirt. Diese Vereinfachung, welche die Anzahl der Glieder fast auf 
den vierten Theil reducirt, lafst sich jedoch im Allgemeinen durch Buchstaben 
nur sehr complicirt wiedergeben, da sie sowohl davon abhangt, ob /* und v 
gerade oder ungerade sind, als auch von dem gegenseitigen Verhflltnifs der 
Gröfse der beiden Zahlen /* und v. Wenn man nun den in Rede stehenden 
Ausdruck, nachdem man ihn möglichst vereinfacht hat, 

<= (-trcc»**)(^*)-o»+^*)) 

setzt, so hat man ein sehr allgemeines Resultat für Kreisfunctionen, welches 
der Formel (rf.) für algebraische Functionen entspricht. Wollte man in der 
gefundenen Formel, welche nur unter der Bedingung /t*>l, v>\ bewiesen 
ist, /* = v = i setzen, so erhielte man das offenbar falsche Resultat 

(l,*) 2 -(2,*) = 0; 
verfährt man aber mit der oben gedachten Vorsicht, welche dieser Fall er- 
fordert, so erhält man 

<!,*)»-(*,*) = c, 
wo c eine von Null verschiedene Constante ist; denn aus der Doppelsumme 



JE JE — -r- — • — -T- — 
nt=— so »=— »'T** **"T w 



1 



welche = (1, xf ist, Ififst sich freilich zunfichst derjenige Theil herausziehen, 
welcher die Combinationen m = n enthalt und welcher die von der Anord- 
nung der Glieder unabhängige einfache Summe 



bildet; allein der Rest der Doppelsumme, welcher sich mit Hülfe der identischen 
Gleichung (<f.) für den Fall fi = v = 1, d. h. mit Hülfe der identischen Gleichung 

- = + 
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auf die Form 



U L_ i _J_! 



bringen läfst, wo die Combinalionen m = n auszuschliefsen , bat keinesweges 
den Werth Null, obgleich man Null erhalten würde, wenn man die beiden 
Terrae des allgemeinen Gliedes trennte und t» — n ohne Weiteres als neuen 
Index einführte; was jedoch ohne alle Berechtigung geschehen würde. Be- 
trachtet man dagegen, wie es erlaubt ist, den eben geschriebenen Ausdruck 
als die Grenze des folgenden: 



für k= oo, so läfst sich leicht zeigen, dafs derselbe für ein wachsendes k sich 
einer von x unabhängigen Gonstante über alle Grenzen nähert. Man fängt zu 
dem Ende zunächst damit an, jedesmal der Summe derjenigen Glieder, für 
welche/« — n einen bestimmten Werth zwischen —2k und 2 Ar hat, eine ein- 
fachere Form zu geben. Aber die weitere Ausführung und das nähere Detail 
würde mich hier zu weit entfernen. Inzwischen sieht man aus diesem Bei- 
spiel, dafs bei der Zusammenstellung der algebraischen Formeln mit den trans- 
cendenten, in den letzteren gewissermafsen Lücken entstehen; d. h. es giebl 
eine Anzahl algebraischer Formeln, welchen keine der strengen Analogie sich 
anschliefsenden transcendcnten Formeln entsprechen; diese Lücken werden erst 
durch mudificirte Formeln gewissermafsen ausgefüllt, welche sich mehr oder 
weniger von der Analogie entfernen. Das Vorhandensein und die besondere 
Natur dieser Lücken, welche aus der Abhängigkeit einiger der vorkommenden 
Reihen von der Anordnung ihrer Glieder entspringen, begründet einen der 
characteristischen Unterschiede der transcendenten Functionen, sowohl unter sich, 
als auch von den algebraischen Functionen. 

Eine von der vorigen verschiedene transcendente Formel, welche ebenfalls 
der algebraischen Formel (</.) entspricht, erhält man, wenn man p — a?-fro, 
q = n, also p-\-q ~ a?-f m -f» setzt, nach m und n, mit Ausschlufs des 
Wertbes n = 0, summirt und rechts m-\ n als neuen Index einführt. Aber 
weit schärfer springt die Analogie der Formeln in die Augen, wenn man in 
(</.) p+m an die Stelle von p; q-\-n an die Stelle von y, also p-\-q-\- w-f » 
an die Stelle von p-\-q schreibt und nach m und n von — oo bis oo ohne Aus- 
schliefsung irgend eines Wertbes oder irgend einer Combination summirt, indem 
man rechts m-\- » als neuen Index einführt. Man erhält dann eine, ein ganzes 
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Gebiet von specieUen Formeln umfassende, allgemeine Formel, welcher ge- 
radezu und ohne alle Veränderung sowohl algebraische, als Kreisfuncdonen 
genügen, d. h. welche gilt, man möge die darin vorkommenden Functionen in 
der einen oder in der andern dieser beiden Bedeutungen nehmen. 

In der That erhalt man aus der algebraischen Formel (rf.) auf die an- 
gegebene Weise und indem man das allgemeine Glied rechts in seine einzelnen 
Tenne zerlegt und die Doppelsummen in Producte von einfachen Summen Auf- 
löset, die folgende transcendente Formel: 

Berücksichtigt man nun, dafs allgemein (^*) = 12 .3....(y-l) ' dxs- 1 , 

und dafe ebenfalls algemein — = i 2 A... .(g-i) ' Bx*~ l ist ' und seltl in 
diesen Formeln erst g = p und x = p, dann g = v und a? = y, ferner 
ß = v-\-o, x — p-\-qf g=.^ — a, x = pj g = p-\-%, x*=p-{-q, endlich 
g — v — x, x = q, so erhellet, dafs die algebraische Gleichung (rf.) und die 
transcendente («.) sich beide in die folgende vereinigen lassen: 

gCO ^ * ^ .... <f 



+ ^- t (v-r)(v-r+l)....(v-l) r< . ft .., ) ^ + y)ry - T -,) (y)j 
1 =o * .... * 

welche güt, man mag /"(*) = 7» oder f{x) = (1, x) = Ticotangnar setzen. 
Ans der Formel (*.), welche von der gröfsten Fruchtbarkeit ist, Biefsen unter 
andern mit leichter Mühe die Additionstheoreme für alle Arten von Kreis- 
functionen. Ich verweile jedoch nicht bei diesen Anwendungen , so wie auch 
nicht bei denjenigen transcendenten Gleichungen, welche den algebraischen 
Formeln entsprechen, die sich auf die Zerfallung des allgemeineren Bruchs 

i i 1 

— . — . — .... 

pß r rt 

beziehen; denn diese Untersuchungen sind nur als eine Vorbereitung zu den- 
jenigen «Miwehen, welche ich im folgenden Paragraphen in demselben Sinne 
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für elliptische Functionen anstellen werde. Wenn man übrigens das Additions- 
tbeorem für die Colangente mit leichter Mühe und ohne weitere Elimination 

erhallen will, so kann man wie folgt verfahren. Obwohl die Summe 2 — r — 

x m 

nicht unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder convergirt, so gilt dies 
doch von der Summe 

Es läfst sich diese Eigenschaft schon daraus schliefen, dafs die erstere Summe 

-2" — \ — bei allen ihren Modificationen doch nur einen constanten, von x un- 

x-f-i» 

abhängigen Zuwachs *) erhalten kann ; welcher sich also wieder aufheben mufs, 
wenn man zwei dergleichen Reihen Glied um Glied von einander subtrahirt. 
Man kann diese Eigenschaft auch aus der Form des allgemeinen Gliedes 

_J \_ . . y-x 

x-fm y+m (x + m)(y+m) 
beweisen. Bildet man daher das Product 

j_J L_J U !_] 

tx-j-w» y + m) ix+n y+n) 
und summirt nach m und n, so wird die hieraus hervorgehende Doppelsumme, 
welche 

= ((ii*)-(i,r))' 

ist, auch unabhängig von der Anordnung der Glieder convergiren und man 
wird statt m und n neue Indices einführen dürfen. Entwickelt man jenes Product 
und zerfallet es in Partialbrüche, so kommt, wenn m und n verschieden sind: 
i \ L_4_J 1 I 1 j i * M i \ 

m—ul x-f m T x-f m y+m~ y+n) T x— y+m — n \x+m y+n) 

+ * |_! !_| 

y — x-\-m — h ly+m 
Wenn m = n ist, so bleiben die beiden letzten Theile dieser Formel richtig; 
an die Stelle des ersten Theils tritt aber 

'-+ 1 



(x+m)*^(y+m)^ 



») Denn V£— j— = V£' wo £' nur diejenigen Werthe Ton m 

deren analytischen Modul >M(x) ist, und 2' — : — = 2' — — x£' —4- x* £' — —etc 

x+m m m* T m« e,c '' 

wahrend V2> — = 0, V^'- ? = 0, u.s.w., folglich VJ?_!_ Ä v^I = V Ü 
"* m x-f-m m m 
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was eine einfache Summe nach m hervorbringt. Fahrt man nun m—n als 
Index ein, summirt zuerst nach », indem man n unter der Form tu — (m — n) 
schreibt, berücksichtigt die PeriodiciUt der Functionen, vermöge welcher alle 
vorkommenden Doppelsummen in Producte von einfachen Summen zerfallen, 
und summirt schliesslich nach m — n, als zweitem Index, so erhält man 

(i.*-r){a,*)-(i.r)}+(i,y-*){(iiy)-(i,*)}+(2.*)+Är), *■ 

(2,*) + (2, y) + 2(1, - (1, >-)}. 

Setzt man noch — y an die Stelle von y, so hat man die Formel 

2(l,* + y){(l,*)-f(l,y)} = {(l,*H(i,y)}'-(2,:r)--<2,y). 

Da nun oben (2,*) = (l,x)» + 3(2*, 0) = <l,*)» + a% (2,y) = (l,y)'.-K 
gefunden wurde, so erhalt man endlich nach allen Reduclionen: 
M *4-v<i — ( < .-g)«»y)-3(2* 0) . (t,x)(l, y )-*' 

und, da (l,ar) — TrcolangTia? war, 

cotang(« + P ) = cot.n gW cotan gt -l 

Aus dieser Additionsformel lassen sich leicht der Ausdruck der Reihe 

und sodann auch der Ausdruck der übrigen Reihen (2,ar), (3, x) u. s. w. durch 

Exponentialgröfsen herleiten, so wie auch die Formeln 

lan S M = Äg^i = ~ cotang(« -f ~) und i(cotang^-colang^); 

welche letztern bei dem hier genommenen Ausgangspuncte dadurch eine be- 
sondere Wichtigkeit erhalten, dafs sie zunächst einen rationalen Ausdruck des 



Ich kehre zu dem Hauptgegenstande dieses Paragraphen zurück, der 
Ausführung der Mulüplication und der Summaüon nach dem einen Index m in 
den unendlichen Doppelproduclen, resp. Doppelsummen , welche in dem Frühern 
betrachtet worden sind. Ich beginne mit den Doppelsummen von der Form 

Schreibt man in den Formeln (II.) und (III.) an die Stelle von x 

und multiplicirt die allgemeinen Glieder der Summe nach w auf der linken 

Seite mit in (II.) und mit ^^j- in (III.), so erhalt man, abgesehn von 

den constanten Multiplicatoren, in welchen der Index n nicht vorkommt, 

34 
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1 , 7 „ durch ein Aggregat von Functionen von der Form 



1 1 



■^„£•±2' si „*„^i±Z , sin.«^' 



u. s. w.. 



und -2" . ,, , weun g>0 ist, durch ein Aggregat von Func- 

lionen von der Form 

C0S „ßl>±Z cosn^tl cosn^tT 
a ol a 

U. S. W. 



sin» 



ausgedrückt, während für ,0 = 0 

^ i— ö— 7— = — cotangn ^ ^ r 

ist. Setzt man, um abtukürzen, ~ — V «nd T" = ^> so zei 8' sicn ' dafs aUe 
nach n auszufahrenden Summationen in solche zerfallen, welche sich auf all- 
gemeine Glieder von den Formen 

-TOT- «- ätI odCT w+» 

beziehen. Ich werde nun allgemein beweisen, dafs jede Summe von der Form 



^»cos^+l) oder sin* 

wo jf und h nicht negative ganze Zahlen sind, stets unabhängig von der Anordnung 
der Glieder convergirt, sobald nur g>h ist. Die Summe -Z"cotang(rt 174-5), 
und allgemein der Fall g — k, erfordert eine besondere Untersuchung. Wenn 
auch die Doppelreiben unmittelbar nur auf solche einfache Reihen von der 
obigen Form führen, in welchen der Sinus im Nenner steht und entweder 
h = 0 und g gerade, oder A = 1 und g ungerade ist, so hangen doch mittel- 
bar alle jene einfachen Reihen für beliebige, nicht negative ganze Werthe von 
g und k, welche der Bedingung g^Lh genügen, mit Doppelreihen von der 
hier betrachteten Form zusammen. Denn zunächst gehen diejenigen einfachen 
Reihen, welche den Sinus im Zähler und den Cosinus im Nenner haben, so- 
gleich aus den andern, welche umgekehrt den Cosinus im Zähler und den 

Sinus im Nenner haben, hervor, wenn man l-f ^ an die Stelle von £ setzt; 
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also, wenn man in den Doppel summen y\ an die Stelle von y seist, weil 
-/ = also eine Vermehrung von f am | eine Vermehrung von y um 

—•5 = 1- nach sich zieht. Steht nun die Ate Potenz des Cosinus von «»?-{-$ 

im Zähler des allgemeinen Gliedes der einfachen Summe, so kann man, wenn 
h gerade ist, dieselbe in ein Aggregat von geraden Potenzen des Sinus, und 
wenn h ungerade ist, in das Product von cos {ni\ -j* '%) und einem solchen Aggre- 
gale zerlegen. Dividirt man nun jedesmal Zahler und Nenner mit derjenigen 
Potenz des Sinus, welche im Zähler steht, so zerfällt das allgemeine Glied in 
eine Summe von Gliedern, welche entweder sämmllich die Einheit, oder sämmt- 
lich die erste Potenz des Cosinus im Zähler und verschiedene Potenzen des 
Sinus im Nenner haben. Diejenigen Glieder, welche die Einheit im Zähler 
und eine gerade Potenz des Sinus im Nenner, oder den Cosinus im Zähler 
und eine ungerade Potenz des Sinus im Nenner haben, geben, nach n summirt, 
Reihen, welche, wie wir gesehen haben, unmittelbar aus den hier betrachteten 
Doppelreiben vermöge der nach m ausgeführten Summation entspringen. Es 
bleiben noch diejenigen Reihen übrig, deren allgemeine Glieder die Einheit im 
Zähler und eine ungerade Potenz des Sinus im Nenner, oder den Cosinus im 
Zähler und eine gerade Potenz des Sinus im Nenner enthalten. Die allgemeinen 
Glieder von einer dieser letzteren beiden Formen werden nach der Formel 

^ = i(cotang £_cotang£±^) 

und denjenigen Formeln, welche aus dieser durch wiederholte Differentiationen 
nach x hervorgehen, in solche allgemeine Glieder zerlegt, welche cos— ^ti 

oder cos „ n d respeclive die Einheit im Zähler und eine ungerade und 

resp. eine gerade Potenz von sin— oder sin >>1? ^^" -- im Nenner enthalten, 

und die betreffenden einfachen Summen nach n gehen demnach aus solchen 
Doppelsummen hervor, in welchen 2 a an die Stelle von a (oder, was dasselbe 

besagt, ~ an die Stelle von /?) getreten ist, und welche ihr drittes Element 

y theils unverändert, theils y\ a an dessen Stelle enthalten; wie man sogleich 
ersieht, wenn man den Zusammenhang zwischen tj und £ einerseits und a, ß, y 
andrerseits berücksichtigt und hiernach die Modificationen sacht, welche die 

34» 
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letaleren erleiden, wenn j? und c entweder in resp. |-, oder in ~ resp. 



übergeben 



Die Convcrgenz der Reiben nacb n, in welchen y>h ist, wird da- 
durch nachgewiesen, dafs man eine geometrische Reihe angiebt, deren soge- 
nannter Exponent, d. h. der Quotient ans irgend einem Gliede in das vorher- 
gehende, unter der Einheit liegt, und welche nicht stärker convergirt, als 
die Summe der Moduln der Glieder der vorgelegten Reihe. Schreibt man 
für das allgemeine Glied seinen Ausdruck durch Exponentialfunclionen und 
läfst hierbei die gauz unwesentliche Potenz von i weg, so kommt 

(^"l-i i)' — c~ <"* ' »)')* 

Zunächst beachte man, dafs dieser Ausdruck in einen ganz ähnlichen übergeht, 
wenn man — n an die Stelle von n setzt; nur tritt dann — £ an die Stelle 
von |, während die beiden Summanden im Zähler und der Minuendus und 
Sublrabendus im Nenner ihre Rollen verlauschen. Man erleichtert daher die 
Untersuchung, wenn man n nur positive Werthe durchlaufen läfst; nachher 
hat man dann nur noch eine ganz ähnliche zweite Reihe zu betrachten, welche 
sich von der ersten lediglich durch den Werth von | unterscheidet. Wenn n 
positiv ist, so convergirt die Exponentialfunction 

für «=», entweder gegen e 1 '" 1 *^ oder gegen ±e~ { "' {) \ je nachdem der 
reelle Theil von positiv oder negativ ist; in beiden Fällen convergirt also 
diese Exponentialfunction gegen 

wenn man das doppelte Zeichen im Exponenten stets so bestimmt, dafs der 
reelle Theil von ±iji positiv, oder was dasselbe ist, der Coäfficient von t in 

±Tj, welcher wegen V=^ wesentlich von Null verschieden ist, negativ 

wird. Das allgemeine Glied der vorgelegten Summe convergirt daher für 
n = oo gegen 

und der Modul des allgemeinen Gliedes convergirt gegen 

d. h. der Quotient aus dem Modul des allgemeinen Gliedes und dem eben ge~ 
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schriebenen Ausdrucke kann der Einheit so nahe gebracht werden, als man 
will, wenn man n hinlänglich grofs annimmt. Der Quotient aus den beiden 
Werthen, welche der Modul des allgemeinen Gliedes der vorgelegten Reihe 
annimmt, wenn man n-f 1 und n für den Index setzt, convcrgirt daher gegen 
den Quotienten der beiden Moduln 

M ( Ä ±(*-jr>K»+i>*+a«') : üf(e±t / '-£'M"v+i)') i 

also gegen Af(e ±(A "• ),^, )^ und die Convergenz derjenigen Reihe, welche aus 
der vorgelegten hervorgeht, wenn man statt aller Glieder ihre analytischen 
Moduln setzt, wird mithin von einer gewissen Stelle ab mit der Convergenz 
der geometrischen Reihe vergleichbar, in welcher der Quotient aus irgend einem 
Gliede durch das vorhergehende um so wenig als man will über M(e ±lh ~ s) ' ,i ) 
fällt. Der reelle Theil von +r t i ist positiv, h — g ist nach der Voraussetzung 
negativ, also der reelle Theil des Exponenten +(A — g)r t i negativ, und da 
allgemein M(e"^ li ) — M{ef) = e" <Z 1 , so oft u negativ ist, so hat man 
M (e ±{h ~ s),li ) <C 1, und somit ist die Convergenz der vorgelegten Reihe und 
zugleich ihre Unabhängigkeit von der Anordnung der Glieder aufser Zweifel 
gestellt. Man sieht zugleich aus dieser Betrachtung, dafs die vorgelegte Reihe 
wesentlich divergent sein möfste, wenn g<ZA ist; für g = h stimmt die Reihe 
der Moduln in Bezug auf Convergenz zuletzt, d. h. im Unendlichen, mit einer 
geometrischen Reihe mit dem Exponenten = 1 überein, und die Convergenz 
der vorgelegten Reihe, wenn sie Statt findet, hangt von der Anordnung ihrer 
Glieder ab. 

Zerlegt man, wenn g = h ist, die Me Potenz des Cosinus im Zähler 
nach der oben vorgeschriebenen Regel entweder in Polenzen des Sinus oder 
in das Product aus cos(n?/-f £) und Potenzen des Sinus, je nachdem k gerade 
oder ungerade ist, und zerfället das allgemeine Glied in seine einzelnen Termen, 
indem man jeden Term des Zählers einzeln durch den Nenner sin*(rtjj-f $) 
dividirt, so sieht man , dafs zu den Gliedern, deren Sumraation durch das Vor- 
hergehende schon erledigt ist, nur noch, entsprechend den beiden eben unter- 
schiedenen Fällen eines geraden oder eines ungeraden Werlhes von h, ent- 
weder eine ConsUtnle, oder ein Glied wie = cotang (niy+s) hin- 
zutritt. Da nun eine Constante nicht als allgemeines Glied einer convergenten 
(unendlichen) Summe auftreten kann, so mufs der Fall eines geraden Werlhes 
von h, welcher stets eine divergente Reihe involvirt, ausgeschlossen werden 
und es bleibt nur noch die Betrachtung der einen Summe übrig, deren allge- 
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meines Glied cotang (n»;-f|) ist. Die Reihe -S"cotang(«7y-f 5) gehört zu den- 
jenigen convergenten Reiben, welche mit der gröfsten Vorsicht behandelt wer- 
den müssen; denn da ihre Glieder im Unendlichen nicht gegen Null, sondern 
für 11 = » resp. n = — 00 gegen zwei einander entgegen gesetzte von Nnll 
verschiedene Grenzen convergiren, so ändert die Reihe bei der geringsten Ver- 
schiebung der Glieder ihren Werth. Die Convergenz dieser Reihe, wenn man 
in ihr je zwei Glieder, welche entgegengesetzten Werthen von n entsprechen, 
zusammenfallt, läfst sich indessen mit leichler Mühe darthun, indem sich bei 
dieser Anordnung der Glieder die Reihe auf das Frühere zurückfahren und 
wiederum mit einer geometrischen vergleichen läfst. Man hat 

cotang($ + n»j)-f cotang(s — nr { ) = , it , t r- 

°^ 1 " 1 ev " sin(|-f «f?)sin(| — «17) 

also ist nur die Convergenz der folgenden Reihe zu untersuchen : 

„ =l sm h 17) sin — hv)' 

Diese Reibe convergirt in der That unabhängig von der Anordnung der Glieder, 
und auch dann noch, wenn man statt aller Glieder deren analytische Moduln 
setzt; denn da schon durch das Frühere die Convergenz der beiden Reihen 

»KS | USX | 

festgestellt ist, so ist die a fortiori Statt findende Convergenz der in Rede 
stellenden Reihe 

»5, Affin (|+ 11 AI •«<{-!•*) 

einleuchtend; und zwar wird letztere mit einer geometrischen Reihe vergleich- 
bar sein, deren Exponent gleich dem Producte der Exponenten derjenigen 
geometrischen Reihen ist, mit welchen die beiden obigen Reihen im Unend- 
lichen übereinstimmen. 

Um noch ein Wort über diejenigen Werthe von | hinzuzufügen, für 
welche die Functionen, die durch die hier betrachteten Reihen dargestellt 
sind, discontinuirlich werden: so kann man nicht eigentlich sagen, dafs die 
Reihen für solche Werthe divergent waren, sondern es kommt nur ein ein- 
ziges Glied in ihnen vor, welches unendlich wird und welches allein die Dis- 
continuitfit der Function verursacht; nach dessen Wegnahme bildet der Rest 
immer noch eine convergente Summe. 



ized by Googl 



— 271 — 



Nach diesen Convergenzbetrachtungon gehe ich zu den Folgerungen 
Ober, welche für die durch Summolion der Doppelreihen nach dem einen Index 
gewonnenen einfachen Reihen hervorgeben, wenn man die Resultate dieses 
Paragraphen mit den Untersuchungen des vorhergehenden in Verbindung setzt. 
Da wir im vorhergehenden Paragraphen die Modifikationen, welche«, ß, y und 
die Doppelsummen selbst, durch Transformation der Indices erleiden, ausführlich 
auseinandergesetzt haben, und da die hier gefundenen einfachen Summen nur 
von den beiden Elementen i\ und £ abhängen, deren Verknüpfung mit a, ß, y 
durch die sehr einfachen Relationen 

festgesetzt ist, so lassen sich die Theoreme, zu welchen die erwähnte Ver- 
gleichung führt, sehr leicht und unmittelbar aussprechen, sobald man nur die 
den Modifikationen von a, ß, y entsprechenden Veränderungen von rj nnd £ 
aus den Relationen (?;.) berechnet. 

Um mich hierbei kürzer fassen zu können, will ich den Begriff der 
Substitution durch ein besonderes Zeichen, z.B. durch das Zeichen er dar- 
stellen, dessen Einführung bei vielen Untersuchungen dringend nöthig ist, 
sobald es sich um die Betrachtung der Werlhe handeil, in welche Ausdrücke 
übergehen, wenn andere Ausdrücke, von welchen die ersteren Functionen sind, 
ihre Form oder ihren Werth ändern. Dieses Zeichen cr> , welches eine Menge 
von Worten erspart, heifst im Vorsatze (Hypothesis): „Wenn anstatt des zur 
Linken des Zeichens siehenden der zur Rechten befindliche Ausdruck gesetzt 
wird," und im Nachsatze, in der Folgerung (Thesis): „So gehl die linke Seite 
in die rechte über." Z. B. der Satz, wenn A <n B, so ist C <r> D heifst: wenn 
man B an die Stelle von A setzt, also, wenn man A in B übergehen löfsl, 
so geht C in D über, oder so tritt D an die Stelle von C. Des Gleichbeils- 
zeichens kann man sich zu diesem Zwecke nicht füglich bedienen, da das 
Setzen zweier Ausdrücke statt einander in eine Formel, in der Absicht die Mo- 
difikation der Formel zu untersuchen , durchaus keine Gleichheit der für einander 
gesetzten Gröfsen bedingt, und da namentlich häufig Gröfsen statt einander 
gesetzt werden, welche ihrer Form nach nie einander gleich sein können; wie 
es z. B. , wenn man in -f 1 an die Stelle von m zu setzen hätte, jedenfalls un- 
passend wäre, deshalb m = m-\-i zu schreiben; während die Formel mnm \ 
diesen Begriff oder hier diese Forderung sehr gut ausdrückt. Übrigens lassen 
sich diese Substitulionsformeln , wie unmittelbar aus ihrer Bedeutung hervor- 
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geht, ganz wie Gleichungen behandeln, indem man auf beiden Seilen des Zeichens 
gleiche Operationen vornehmen, mehrere Formeln durch beliebige Operationen 
verknüpfen darf, u. s. w.; nur darf man nie, was bei Gleichungen erlaubt ist, 
die beiden Seilen einer Formel mit einander vertauschen, sondern man mafs 
stets die linke und die rechte Seile genau von einander nnterscheiden *). 

Bei der im vorigen Paragraphen zuerst angewandten Transformation 
der Indices in<s>m~-)., n<r>n-\-v blieben a und ß unverändert, während 
y x y -\-Xa-\-vß war, die Doppelsummen blieben selbst unverändert, bis auf 

diejenige, deren Exponent =1, und welche den Zuwachs V = d— ^ erhält. 

ß nß 

Da a und ß sich nicht ändern, so bleiben auch w == — und r = — unver- 
ändert, während * = ^</> "HH^) = ^ k |^ AUe in diesem Pa- 
ragraphen durch Summalion gewonnenen Formeln lassen sich in die folgende 
zusammenziehen : 

nv . ^ |_ ^_ (-l^-V" ^-'cotangM + fl 

' } ~~(«m+ßn+rf \.2...Ag-\)a?~ d?~ l 
Man erhält folglich , wenn g > 1 ist, 

^ e^coUmgfciy.fg') _ ^-'cotang^-H) 

T dp- 1 ~ T a^- 1 

und für g = 1 , 

^colaogCHij-H') = ^^cotang(».j-f D-i-J^, 

folglich 

-2"cotang(nr/-f£') = -2" cotang(«j?-}-^) + 2^vi, 
wenn £' = !-{- ^"f vr\ und <H= — 1 oder =-|-l, je nachdem der Coefficient 
von i in = positiv oder negativ ist. Diese Resultate können in folgen- 
dem Theorem vereinigt werden: 



*) Man könnte dieses Verhalten gar nicht unpassend durch das Zeichen selbst an- 
schaulich machen, wenn man z. B. einen liegenden Pfeil wählte, der, je nachdem sich 
seine Spitze nach der rechten oder nach der linken Seite wendet, anzeigte, ob die rechte 
Seite für die linke oder die linke für die rechte substiluirt werden soll; da jedoch der- 
gleichen Charactere im Druck schwer darzustellen sind, wenn sie häufig wiederkehren, 
so mag es bei dem obigen Zeichen sein Bewenden haben. Übrigens findet man selten 
Gehör, wenn man die Wichtigkeit der Bezeichnung eines solchen Begriffs a priori de- 
monslriren will und man mufs dem practischen Gebrauche den Nachweis der Nützlichkeit 
des Zeichens überlassen. 
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A. „Die Summen von der Form 2 ^~ c °l*"^." * ^ sind, als Func- 

„tionen von I betrachtet, doppelt periodisch, wenn g~>l ist, und haben die 
„beiden Moduln der Periodicitit n und tj; d. h. sie bleiben uogeändert, wenn 
„£ um ).7i-\-v7] wflchst; für g= \ sind sie noch einfach periodisch in Bezug 
„auf den Modul n, erhalten aber im Allgemeinen den Zuwachs 2<tvi= ±2 vi, 
„wenn I um kn-\-yr] wflchst." 

Diese Eigenschaften liegen ziemlich an der Oberfläche; denn die Pe- 
riodicität nach n ergiebt sich unmittelbar daraus, dafs jedes Glied der Reihen 
schon eine periodische Function mit dem Modul n ist, und die Periodiciläl 
nach r\ geht daraus hervor, dafs für die Reihen von der Anordnung 

der Glieder unabhängig sind, so dafs man »cnn-f-1 setzen kann, wodurch 
i<t)$\i\ wird; wegen des Zuwachses + 2t für den Fall g — \ verweise 
ich auf die Bemerkung am Schlüsse. Die Eigenschaften, zu welchen ich so- 
gleich übergehen werde, und welche der zweiten der beiden im vorigen Pa- 
ragraphen angewandten Transformations -Arten der Indices entsprechen, sind 
verborgener, nnd wenn man nicht den hier eingeschlagenen Weg verfol- 
gen will, so erfordert ihre Ermittelung sehr tiefliegende Untersuchungen, 
welche dennoch nicht die wahre Metaphysik derselben einsehen lassen. Man 
bemerke übrigens die bei dieser Gelegenheit hervortretende zweifache Dar- 
stellungs-Art der doppelt periodischen Functionen. Bei der ersten Darstellung, 
durch die Doppelsummen, werden in einer algebraischen Function, welche nichts 
von Periodicitüt besitzt, statt des Variabein y alle doppelt unendlich vielen 
Ausdrücke von der Form y-\-ma-\-nß gesetzt, und wenn die Doppelreihe, 
welche alle hieraus hervorgehenden Werthe umfafst, unabhängig von der An- 
ordnung der Glieder convergirt, oder wenigstens ihre Summe nicht Ändert, wenn 
man die beiden Indices um constante ganze Zahlen vermehrt, so geht die 
Doppelsumme für jede Vermehrung von y um irgend ein Vielfaches von a 
und irgend ein Vielfaches von ß in sich selbst zurück. Bei der zweiten Dar- 
stellung-Art, durch einfache Reihen, ist die erzeugende Function, wie hier 
die Cotangente, nebst ihrem Differentialquotienten, selbst schon eine einfach 
periodische Function, und in dieser werden für den Variabein alle Glieder 
i^nt] einer einfachen arithmetischen Reihe gesetzt; convergirt die hieraus 
entspringende Summe unabhängig von der Anordnung der Glieder, oder ändert 
sie sich wenigstens nicht, wenn alle Glieder um eine Stelle fortrücken, so 
kommt die zweite Periode dadurch hinein, dafs dem Übergange von m(A«t-{-l 

35 
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der von £:/>$; entspricht. Zu diesen beiden Darstellangs - Arten der dop- 
pelt periodischen Functionen, welche characterisch sind, gesellt sich diejenige 
ebenfalls characteristische, welche Jacobi besonders hervorgehoben hat; nämlich 
durch den Quotienten zweier Functionen, welche zugleich einen eigentlichen 
und einen uneigentlichen Modul der PeriodicilAt haben: Zähler und Nenner 
sind Reihen, deren allgemeines Glied einfach periodisch ist und bei welchen, 
wenn man das Argument um einen zweiten Variabein ändert, ein und derselbe 
Factor im Zähler und Nenner heraustritt, welcher sich dann durch die Division 
forthebt. Durch dieses Fortheben des im Zähler und Nenner gleichzeitig her- 
austretenden Factors kommt die zweite Periode hinein, während die erste 
Periode schon durch die Periodicität der allgemeinen Glieder der Reiben im 
Zähler und Nenner bedingt ist. Es scheint schwer zu entscheiden, welcher 
der erwähnten drei Darstellungs- Arten der doppelten Periodicität der Vorzug 
zu geben sei; sie nehmen jede ein eigentümliches Interesse für sich in An- 
spruch; jedenfalls scheint der ersten, durch die Doppelsummen, wegen ihres 
.symmetrischen Verhalten» in Bezug auf die beuten Perioden, welches man 
bei den andern beiden vermifst, eine besondere Wichtigkeit zuzuschreiben. 

Bei der zweiten Transformations - Art der Indices nxüm-f |itn, 
nv>vm-\-(tn wird a </> la-\-rß = a', ß (t> ua-\- ?ß = ß'; y bleibt unverän- 

den: H— WH -»55^=5^ = «' - *»Ä-l£=-ft 
man erhält daher aus (IV.) 

1 y^colang^n^-f |') 1 ^ 3*- l cotang(nna»-f |) ■ (-if- l i.2....g—i v 
a* dg*- 1 a« öl*" 1 + «* 

wo V= —$-12±y t wenn ^ = 1, V = tf-^£, wenn g=2^ und V = 0, 

wenn g>2 ist. Schreibt man demnach 

_d*~ l cotang(/»Jtw'4-|') /a'\* ^"'cotangf/inw-f £) . 
2 ^ = JgFi + «^ 

so wird 

J = -d^-=^2v$i, wenn^^l, 

J = — — = — — — (*-{- rto), wenn ^ — 2, 

und J — wenn g>2. Setzt man noch (£j=(X-\- vu>y in die Formel, 
so kommen nirgends mehr a, ß, y vor, sondern nur noch w und 5, und man 
hat folgendes Theorem: 
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„Die in der Form ^"'»tongfrjww+S) enthallenen Reihen, in 



„welchen cu einen beliebigen, nicht reellen, $ einen ganz beliebigen complexen 
„Werth hat, Andern sich nicht wesentlich, wenn man irgend vier ganze, der Bedin- 
gung ky — /*k = ±1 genügende ganze Zahlen v, q wühlt und to'=^i^ 

„an die Stelle von w und gleichzeitig I' — ^j^ VUi an die Stelle von $ setzt; 

„sie erlangen dadurch nur den Factor (i±vu>¥ und den Zuwachs J, welcher 

„letztere = ~ 2 J* y< £, — y< (j,-|-ya/), oder =0 ist, je nachdem ^ = 1, 

„ff = 2 oder g~>2 ist, während — <f das Vorzeichen des Coefficienten von 
„» in w bedeutet." 

Um zu der Ausführung der Multiplication nach m in den unendlichen 
Doppelproducten aberzugehen, setze man in (I.) 7 <f>ßn-\- y. Fügt man zu den 
bei den Summen eingeführten Bezeichnungen 

n — ^-=nu) und i = ^ noch y = hinzu, 



l Jj x \ sin(niy-H— y) fO^f-y)' — c -e*+;-y)' 



so kommt 
folglich 

"n m n\\ * 1 = n ff^n±kzA 

Setzt man « ;, = £, * y, = s f so wird das allgemeine Glied des ein- 

fachen Products nach n: 

P - £-> ' 

welchem man entweder die Form , oder die Form 

geben mufs, je nachdem der analytische Modul von j> gröfser oder kleiner als 
Eins ist. M(p) = üf kann nie gleich Eins sein, weü n imaginär, also 
der reelle Theil von rji von Noll verschieden ist; übrigens ist Af(/>)>1 
oder Üf(p)<-1, je nachdem der reelle Theil von t)i positiv oder negativ, 

35» 
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also je nachdem der Coefficient von i in w negativ oder positiv, und je nach- 
dem cT=-ft oder cf— — 1 ist; es ist daher M(p)~ 3 stets <1, nnd setzt 

man p~* = e~ ini = q = e ° , was mit der von Jacobi eingeführten Be- 
zeichnung übereinstimmt, so ist M (q) stets <Z 1, und man kann das allgemeine 
Glied in den beiden Formen 

* l-',±*«P* 

schreiben , wo entweder alle oberen oder alle unteren Zeichen zugleich gel- 
ten; man nimmt die oberen oder die unteren Zeichen, je nachdem der Index n 
positiv oder negativ ist. Thut man Dies und nimmt dann jedesmal zwei Fac- 
toren zusammen, deren Indices entgegengesetzte Werthe haben, so erhält man 

(1— v 2 " (1— if"?*) 
wo n nur positive Werthe erhalt; für n = 0 kommt 

Man sieht daher, dafs das Resultat der Multiplication nach m der Quotient zweier 
einfachen Producte wird, deren jedes die Form 

(C - - f> {?) "n\ l ~ v " c- s ) 

n=l ncl 

= (C-c- , )a-f , c , )(i-f)(i-^)(i-f?)..-. = 

hat, und deren Convergenz für jeden Werth von £ leicht daraus folgt, dafs 
Af(j)< 1 ist. Man erhalt nämlich, wenn man die Function einführt: 



1 t4— T-) = — £ 



Die Entwicklung der einfachen Producte von der Form in Reihen, 
welche sowohl nach positiven, als negativen Potenzen von £ fortschreiten und 
die von Jacodt sogenannten O Functionen bilden, findet sich ausführlich in 
Jacob?* „Fundamente nova etc.", und ich kann mich hier wegen Mangel an 
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Raum nicht bei derselben aufhalten, und beschränke ich mich auf die Bemer- 
kung, dafs man die im Folgenden fflr die Functionen x(C) abgeleiteten Eigen- 
schaften sogleich auf die 6 Functionen übertragen kann, welche die Entwick- 
lungen jener sind. 

Bezeichnet man das unendliche Doppelproduct, als Function von x und y 
betrachtet, durch f{x,y), so hat man, da aus »i c/5 m -\-g, n&n-\-h, wo g 
und h irgend zwei ganze Zahlen sind, y <ny-\- g&-\- kß folgt, nach den im 
vorigen Paragraphen angestellten Untersuchungen die Fundamentalformel 

(VI.) f{x t y\ga\hß) = e'^fix, y). 

Bei der betreffenden Substitution bleiben 17 = ^ und y = ^-^ also auch q 
und z unverändert, während 

also kommt durch Verbindung von (V.) und (VI.), wenn man noch hoidh setzt: 

■«(!)' 

Setzt man demnach e co £s und 

x (q h z) = €?■«-**(«), 
so hangt C nicht von s ab und kann aus einem speciellen Werthe von z be- 
stimmt werden. Es sei zunächst h = 1 und man setze 2 = so erhalt man 
Xitf) = CqX^*)- Nun ist allgemein = — z(Qi weil alle Factoren 

von x(£) bis auf den ersten paarweise aus einander dadurch hervorgehen, dafs 
man £-* statt £ schreibt, und nur der erste £— £~* durch diese Substituüon 
sein Zeichen wechselt; also erhält man Cq = =—1, C= — q~\ 

= — f" 1 *"" 1 ^*)- Allgemein kann man, wenn h ungerade ist, C in der 
Formel = Cz- U x(*) dadurch bestimmen, dafs man * = setzt, 

wodurch sich x(o l *) = ty C= ergiebt. Dies Verfahren führt 
aber nicht zum Ziele, wenn'A gerade ist, weil dann x(T ,Ä ) = 0 ist, 
indem immer /(y*) = 0, wenn g eine ganze Zahl ist. Fflr einen ungeraden 
Werth von h hat man also = — unfl4 setzt man hier 

ztnqz, so kommt £(f* +l s) = — q~ h, q~' 2>, z- 2K x(qz) = ^~ Äl ~ 2 *" , «~ jA ~ J /(«), 
also allgemein fflr jeden ganzen Werth von A; 

(VII.) xifz) = 
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eine Formel, welche auch, wie schon in „Fundamenta nova etc." geschehen ist, 
unmittelbar ans der Definition des Products /(«) abgeleitet werden kann. Die 
Constante C kann man auch durch folgende Methode zu bestimmen suchen. 
Man setze z <r> q~ h z~ l und multiplicire die hieraus hervorgehende Formel 
;r(c~ l ) = Co; 2 *'« 2 */^""** -1 ) m it der ursprünglichen, so ergiebt sich 

und erwagt man, dars y,{z~ l ) = — yfty-* 8-1 ) — — xCv"' 1 *) ist, so kommt 
Cy A ' = l, C=±y-*'; aber das Vorzeichen + bleibt bei dieser Methode 
unbestimmt und daher ist die erste vorzuziehen. 

Für die Substitution m<r> lm-\-un, n<rtvm-\-(tn, war « </> i.a-\-vß=^a', 
fi <n pa-f (iß s=sß'. Bezeichnet man daher dasjenige unendliche Doppelproduct, 
welches aus f(x f y) hervorgeht, wenn man a <n a\ ß <n ß' setzt, durch f'(x,y), 
so hat man nach §. 3. die zweite Fundamentalformel 

(Viii.) f{x,y) = « - ' YX ~* n*,r). 

Schreibt man den Exponenten der Exponentialfuncüon unter der Form 

„od bemerkt, d.f, bei dieser Substitution I »=? «= £f = ^ = s", 

r<"7^=r'> r-i-r'-r, *±£ = «/, <w = 

(Ap — ftv)i— V wird, so erhält man für die Function % (VIII.), in Ver- 
bindung mit (V.), die Formel 

wo f = r*'", f^.-^SS, wahrend (/_r) = ^, ^j^- 

Setzt man y — $c/)y, wodurch y* — $'<*>y', und bedenkt, dafs y und s? und 
ebenso y' und gänzlich von einander unabhängig sind, so kann man der 
obigen Formel die Form 



(ix.) v') = C e l °+ rV 'yW>9) 

gehen, wo die Constante C von y ganz unabhängig ist und also nur von w 
abhangt. Dies ist die allgemeine Formel, auf welche ich schon im vorigen 
Paragraphen hingewiesen habe und aus welcher diejenige, welche der blofsen 
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Vertauschung der Indices in dem unendlichen Doppelproduct entspricht, ab 
ganz specieller Fall hervorgehl, wenn man * = p = 0, ,u = v = 1 , > = — 1, 

3.1 i 

also q' = e u , y J =.^- setzt. Die Constante C kann aus einem spcciellen 

Werthe von y* bestimmt werden; aber um die einfachste Darstellung ihres Wer- 
thes zu haben, mufs man sich anderer Methoden bedienen, bei denen ich mich 
hier nicht aufhalten kann, da ich dnrch den grofsen Umfang, welchen diese 
Abhandlung schon erreicht hat, sehr zur Kürze gezwungen werde. 

Die Function f(x, welche von zwei oder, wenn man « und (i dazu 
rechnet, von vier Elementen abhangt, kann sogleich auf eine solche zurück- 
geführt werden, welche ein Element weniger enthält. Man bat 

. £ am+ßn + y — x am-\-ßn 

am + ßn+y ~~ am+ßn+y ~ { ~~y ' • 

am + ßn 

wenn nicht gleichzeitig wi = 0, n = 0; nnd für m = i» = 0 wird das allge- 
meine Glied 1 — — = — Setzt man daher allgemein 
7 —r 

x n(\ £— ) = y(x), 

^ am-{-ßns ^ v " 

wo in dem Producte die Combinaüon m=n=0 auszuschliefsen ist, so erhält man 

TO «*r>-*g? 

Die Function <p(x) ist der Werth von — - — f(x,y) oder von — yf(x,y) für 

1- — 

7 

y = 0, und man kann geradezu (p{x)=f(x y O) setzen, wenn man sich vor- 
nimmt x statt des in f(x t O) vorkommenden sinnlosen Factors 1— zu setzen. 
Aus den Fundamental -Eigenschaften der Function y(ar), welche Jetzt ent- 
wickelt werden sollen, gehen zugleich die Modifikationen hervor, welche f(x,y) 
erleidet, wenn x sich ändert, während durch die Formel (VI.) die Modifica- 
tionen von f(x, y) bei einer Änderung von y gegeben sind. Setzt man in (VI.) 
den Werth von f(x,y) aus (X.) und schreibt zugleich y—x&x, also 
x<Dy — x, so erhält man 

<p(.r-hya+A/g) Jg=*(«-r>9>(jr) 
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und folglich, da x and y ganz von einander unabhängig sind, 



l! X 



<p(x-\-ga-\-hß) = C.« " 
wo C nicht von x , sondern nur von a und ß abhangt Um C zu bestimmen, 
kann man, wenn g und h nicht gleichzeilig beide gerade sind, x— — ga + h P 

setzen, wodurch x-\-ga-\-kß= — x. Berücksichtigt man hierbei, dafs allge- 
mein <p(— x) = — (p(x) ist*), so erhSlt man 

Z. B. für ^ = 1, h = 0 ist <p(x-\- a) = — und hiernach, wenn g un- 

gerade ist, 

yC* + ^ + l)« + Ä/?)=- (-1)«*+»« «« - C + V(^+«) 

= (— l) Ä+ * +, e ° e • y(x), 
weil ^ = 1 , gh = h (mod. 2) ; also hat man in allen Fällen 

(XI.) <p(x+ga+Aß) = (-l)*+*e - ' <p(x), 
indem (— V/ h+l = (— wenn g ungerade ist. 

Es sei <p(x)<r>{p'(x), wenn aa>a', ßv>ß'; da nun 

y(^) = {-rA^y)} y =o = {-77* (*>?0}y=.M 

so erhält man unmittelbar aus (VIII.), wenn man y = 0 setzt, nachdem man 
beide Seiten der Formel mit —y multiplicirt hat, 

(XII.) <p'(x) = y(.r). 

Betrachtet man den Quotienten v ^^ =f(x t y) als Function von y, 

so kann man nach denjenigen speciellen Werthen von x fragen, für welche 
jener Quotient eine doppelt periodische Function wird. Es genügt zn dem Ende, 
x so zu bestimmen, dafs der Exponentialfactor auf der rechten Seite von (VI.) 

= -|-l wird; setzt man z. B. x — \a^ so ist y ^~j* a) eine doppelt perio- 
dische Function von / mit den beiden Moduln a und 2ß, und allgemein ist 



*) Dies zeigt sich sogleich, wenn man in dem unendlichen Doppelproduct m</> — m, 
uui — n setzt, und bedenkt, dafs für diese Transformation der Indices v = 0 ist, also in 
der Formel (VIII.) der hinzutretende Exponenlialfaclor sich auf die Einheit reducirt. 
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— — eine doppelt periodische Function von y mil den beiden Moduln « 

und hß; nur darf man nicht h — \ annehmen, weil die Function sich dann auf 
eine Constante reducirt. Durch Transrormalion von a, ß in a' resp. ß' und 
Anwendung der Formel (XII.) kann man eine Reihe von unendlich vielen 
doppelt periodischen Quotienten finden; doch ist die Ausführung dieses Ge- 
genstandes nach den hier angewandten Principien zu leicht, als dafs es nöthig 
wäre, mich länger bei demselben aufzuhalten. 

♦ 

5. 

Die Kreisfunctionen entstehen aus Functionen von der Forin — als er- 

zeugenden Functionen, indem man statt x alle Werthe von der Form x-\-m 
setzt, in welchen tu alle ganzen Zahlen von — oo bis <x> durchläuft, und alle 
daraus hervorgehenden Werthe der erzeugenden Function addirt. Allgemeiner 
entstehen die Kreisfunctionen durch einfache Sumroation, wenn man in der 

erzeugenden Function — , x<j)x-\am setzt; was ich die Entstehung durch 
einfache Erzeugung nach dem Modul a nennen will. Aus denselben erzeu- 
genden Functionen entstehen die elliptischen Functionen durch doppelte Er- 
zeugung nach den beiden Moduln a und ß, d. h. durch doppelte Summation von 
— oo bis oo nach den beiden Indices m und n, wenn man x </> x |aai-J- ßn 
setzt. Aus jeder rationalen Function von x, in welcher der Grad des Zählers 
kleiner ist als der des Nenners, entstehen im Allgemeinen durch einfache Er* 
zeugung Kreisfunctionen, dorch doppelte Erzeugung elliptische Functionen; 

C 

jede solche rationale Function läTst sich in Partialbrüche von der Form 



x— cf 

zerlegen, wo C und c von x unabhängig sind und g positive ganze Werthe 
hat, und die erzeugte Function zerfällt dadurch in ein Aggregal von Functionen, 

welche erzeugende Functionen von der einfachen Form — i —— haben. Bei 

(x— af 

der einfachen Erzeugung sind die Functionen stets einfach periodisch, und die 
Summen sind unabhängig von der Anordnung der Glieder, wenn alle Werthe 
von g, welche in den Parlialbrüchen erscheinen, >1 sind; letzteres geschieht, 
wenn die erzeugende rationale Function der vollständige Dilterentialquotient 
einer andern rationalen Function ist; in jedem anderen Falle können jedoch, bei 

36 
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jeder Änderung des Arrangements der Glieder in den einfachen Summen, die 
Functionen, welche durch diese Summen repräsentirt werden, nur einen con- 
stanten von x unabhängigen Zuwachs erhallen, und dieser Zuwachs rührt einzig 
und allein von denjenigen Termen der erzeugenden rationalen Function her, 
in welchen g = 1 ist. Die durch doppelle Erzeugung entstehenden Functionen 
sind doppelt periodisch nach den beiden Moduln a und ß, wenn alle p>l, 
unabhängig von der Anordnung der Glieder in den Doppelsummen, wenn alle 
g > 2 sind , in welchem Falle die erzeugende Function der zweite Differen- 
tialquotient einer rationalen Function ist, und im Allgemeinen kann der Zu- 
wachs, welcher bei verändertem Arrangement aus den g = 1 und g = 2 ent- 
sprechenden Gliedern entspringt, nur eine ganze Function ersten Grades von x 
sein, welche sich auf eine Constante reducirt, wenn alle g>l sind. Die 
Richtigkeit dieser letztem Behauptungen ergiebt sich unmittelbar aus den im 
Vorhergehenden auseinandergesetzten Principien. 

Der Hauptgegenstand dieses Paragraphen besteht darin, nachzuweisen, 
dafs die durch doppelte Erzeugung aus den rationalen Functionen entstehen- 
den Functionen, welche gleichzeitig auch aus den Kreisfunctionen durch ein- 
fache Erzeugung entstehen, wirklich elliptische Functionen sind, d. h. den Diffe- 
rentialgleichungen genügen, durch welche die elliptischen Functionen definirt 
werden; und ferner zu zeigen, wie aus denselben Betrachtungen, welche zu 
diesem Resultate fuhren, zugleich die Fundamental -Eigenschaften der ellipti- 
schen Functionen hervorgehen. Der Weg ist ganz derselbe, wie derjenige, 
welchen ich im vorigen Paragraphen für die Kreisfunctionen, als der durch 
einfache Erzeugung aus den rationalen entstehenden Functionen eingeschlagen 
habe; von den Eigenschaften der erzeugenden Functionen ausgehend, gelangt 
man zu denjenigen der erzeugten Functionen. Es lag ursprünglich in dem 
Plane dieser Arbeit, den betreffenden Gegenstand mit aller Ausführlichkeit 
zu behandeln, indessen werde ich durch Mangel an Raum gezwungen, mich 
auf die Hauplpuncte und die allgemeinsten Principien zu beschränken. Übri- 
gens glaube ich, dafs es nicht leicht einen andern Gang in dieser Theorie 
geben möchte, bei welchem mit derselben Klarheit und Anschaulichkeit die 
Analogie der rationalen, Kreis- und elliptischen Functionen in die Augen fällt, 
und bei welchem die Eigenschaften dieser drei Arten von Functionen gewisser- 
maßen aus derselben Quelle fliefsen und auf demselben Wege angetroffen werden. 

Man setze der Kürze wegen am-\-ßn = w, in welchem Ausdrucken» 
und n unabhängig von einander alle ganzen Werthe von — oo bis oo durch- 
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laufen ; kommen mehrere Ausdrücke von dieser Form vor, so werden sie 
durch m> 1? ir 2 , u. s. w. bezeichnet Die Haupt -Eigenschaft dieser Ausdrücke, 
welche sie mit den ganzen Zahlen Iheilen, und anf welcher alles Folgende 
wesentlich beruht, besteht darin, dafs die Summe irgend zweier wieder einen 

Ausdruck von derselben Form hervorbringt, und dafs, wenn u?, alle seine 
Werlhe, w 2 dagegen einen stehenden Werth erhält, die Summe u>,-f w 2 wie- 
der genau dieselben Werthe wie m>, durchläuft; diejenige Eigenschaft der ganzen 
Zahlen aber, vermöge welcher sie sich durch Mulliplication reproduciren, besitzen 
die Ausdrücke w nur für specielle Werthe von a und ß, z. B. , wenn «= 1, 
ß = i ist, oder wenn a — 1, und ß einer dritten Wurzel der Einheit gleich ist. 

Um die Analogie mit den Kreisfunctionen auch durch die Bezeichnung 
hervortreten zu lassen, setze man die Doppelsumme 



Zunächst können die Functionen (1,2*), (2, x), (3,2-), etc. aus einander durch 
Differentiation nach x abgeleitet werden, und zwar nach den Formeln 

?(i,*)=-(2,*), S(2,x) = -2(3,x), .... c/(j, 
in welchen zur Erleichterung des Druckes die Nenner dx weggelassen sind. — 
Setzt man in der Formel 

11 . i M ■ M I 3 \ i I M I 6 i 1 I M 

p — x-\- te t , q = — x — p\ g*=w t — und snmmirt über alle Werthe 
von u>i und w 2 , mit Ausnahme der Combinationen M7, = «> 1 , so erhalt man links 
eine von der Anordnung der Glieder unabhängige vierfache Summe, welche 

= — {(3,<r) 1 — (6, x)} ist; 
rechts betrachte man Wy — tc 2 als einen Ausdruck, welcher für jeden stehen- 
den Werth von w t wiederum alle Werthe von w, mit Ausschlufs von w = 0, 
d. h. mit Ausschlufs der Combination m = 0, » = 0 durchlauft. Setzt man 
Wl ~w 2 = w, u> t =w 2 -\-w und summirt zuerst über alle Werthe von m> 2 , 
so ergiebt sich 

- ± {(3, x + w) - (3, x)} + {(2, x + w) + («,*)} - £ {(1, * + uO - (1, «)}. 

Wegen der eigentlichen Periodicitfit von (3,j?) und (2,x) ist nun (3, a?-f M ') 
= (3,x), (2,x-f «o) = (2,x) und wegen der uneigenüichen Periodicitfit von 

ist (l,*+uO = (l,*) + <*^, wenn » = a»-f/S» gesetzt wird. 

36* 
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Hierdurch reducirt sich das so eben gefundene Resultat auf 

6(2, x) \2dni h_ 
w* a w* 

Die Summation über die Werlhe von w, welche noch angzuführen ist, bezieht sich 
nur auf die allgemeinen Glieder -1 und 4- Setzt man 2- [-r-r = (4*, 0) 

. .,2*11 * M 

una o-^- — ^^-p^-jj = <r, wo der Stern über dem Summenzeichen die Aus- 

scbliefsung der Combination » = 0, « = 0 andeutet, so erhalt man schliefs- 
lich rechts 

6(4*, 0)(2, x)— 6 c; 

also hat man die Gleichung 

(1.) (6,*) = (3, *)-'-]■ 6(4», 0)(2,*)-6c 
gefunden. Das Erscheinen der eigenthümlichen Constante c weiset auf diejeni- 
gen Functionen hin, welche die DifTerentialquotienten von (g,x) nach ß sind. 
Setzt man = q = x + w 2 , |»-f f — x-j-*v|-i», und summirt Ober ir, 
und tr 2 , indem man ic, = 0 ausschliefst, so kommt links (3 # , 0)(3, x); rechts 
setzt man w l -\ w 2 = w t w l = w — w i und erhalt durch Summation über u> 2 , 
wobei w 7 = w auszuschliefsen : 

^;-(3%- W ) + (3,«)- ( ^| +( ^j { ^_ w)H . (2 ^__^j 

Berücksichtigt man hierbei die Periodicität der Functionen, und dafs (3*. 0) =3 o. 
(1*,0) = 0 ist, so kommt 

(3,x) . 3(2»,0)-f3(2,x) , \29ni » 6(1, x) 10 

(x + w)» T (x-f w)* « ' (x+ic)» T (x+w)» ~ (x + er)« ; 

summirt man nun nach m>, bedenkt, dafs 

d/Mx + ic)» — ~ (x + .t,)»' 
und vergleicht mit dem Resultate auf der linken Seite (3*,0)(3, x), welche* 
sich auf 0 reducirt, so erhalt man die zweite Gleichung 

(2.) iO(6,*)+^.^> 

= (3, x/-f 3(2*, 0)(4, x)-f 3(2,x)(4, x)-f 6(l,x)(5, x). 
Eine ähnliehe Behandlung der Formel 



P 4 1* P'q* r»C* 7«)^ r *C» 
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in welcher r — p-\-q ist, liefert die beiden Gleichungen: 
(3.) (7, x) = (3, x) {(4, ar)+ 2(4», 0;} , 
(4.) 5(7,*)= 2(5,*){(2,*)-;2*,0;H 3;3, *)(4, 
auch geht (3.) aus (1.) durch Differentiation nach x hervor. Die Gleichun- 
gen (1., 3. und 4.) kann man als totale Differentialgleichungen zur Bestim- 
mung von (2,*) betrachten; (2.) dagegen ist eine partielle Differential- 
gleichung. Im Allgemeinen führen die identischen Gleichungen von der Form 
der beiden hier benutzten stets zu totalen Differentialgleichungen, wenn in ihnen 

die Tenne — und — fehlen; kommen aber diese Terme vor, so können die 
P '/ 

identischen Formeln znm Theil auf partielle Differenzialgleicbungen fahren. 3lan 
kann sich auf diese Weise bald so viele oder mehr Gleichungen verschaffen , als 
unbekannte Functionen vorhanden sind; einige der Gleichungen gehen aus andern 
durch Differentiiren hervor. Übrigens gellen hier genau dieselben Bemerkungen, 
welche über den analogen Gegenstand im vorigenParagrsphen gemacht worden sind. 

Differentürt man jede der beiden Gleichungen (3. und 1.) noch zwei- 
mal nach x, so bat man, (1.) mitgerechnet, 7 Gleichungen, aus welchen man 
die 6 Functionen (4, x) bis (9, x) eliminiren kann. Diese Elimination ist gar 
nicht mühsam, wenn man sie geschickt anstellt. Man verschafft sich zunächst 
aus (3.) und (4.) die Gleichung 

{(2, x) — (2*, 0)} 2 = (4,x)-f 5(4*, 0) 
und verbindet dann dieselbe mit (1.). Das Resultat der Elimination ist 
(5.) (3, x? = {(2, x) - (2*, 0)}' - 15 (4% 0) {(2, *) - (2*, 0)} 

+ 10{c-(2*,0)(4«,0){. 
Man sieht also, dafs das Quadrat von (3, x) einer ganzen Function von (2, x) 
dritten Grades gleich ist, deren höchster Term den Coöfßcienten 1 bat. Cm 
dieser Function dritten Grades eine elegantere Form zu geben, suche man ihre 
Wurzelwerlhe auf; zu dem Ende darf man nur drei von einander unabhängige 
Werthe von x aufsuchen, welche (3, a:) = 0 machen; solche sind x— j, 

» — nnd *— 7" , wie man sogleich sieht, wenn man die Eigenschaft 
der Periodicilät mit der Relation (3, — x)— — (3, x) verbindet. Diese Werthe 
von x in (2, ar) gesetzt, geben die Wnrzelwerthe der Function dritten Grades 
von (2, x) und man erhalt folglich 

(6.) (3, xf = {(2, *) - (2, £ )| ((?, x) - (2, |)J {(2, x) - (2, . 
*) 8. a. Schlufc. 
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Setzt man daher (2,*) = y, (2,f)=a, (2,|)=a', (2,^) = a", so 
wird = und 

2a? = /-777 gy j77v--|-Consl. 

Die Function (2,x) ist demnach in der That eine elliptische Function erster 
Gattung von und da 

so ist (1, o;) eine elliptische Function zweiter Galtung. Durch nochmalige 
Integration und den Übergang von den Logarithmen zu den Zahlen, was man 
die exponentielle Integration nennen kann, gelangt man einerseits zu den un- 
endlichen Doppelproducten, andrerseits zu den von Jacobi statt der dritten 
Gattung eingeführten und von ihm durch 12 bezeichneten Funtionen. Der 
Zusammenhang zwischen den doppelt periodischen Quotienten aus unendlichen 
Doppelproducten und den hier betrachteten Doppelsummen ergiebt sich durch 
Zerfallung jener Quotienten in Partialbrüche. 

Man kann zu der Fundamentalgleichung C5.), welche den Zusammen- 
hang unserer Doppelsummen mit den elliptischen Functionen nachweiset, auf 
kürzerem Wege gelangen, wenn man mit der Elimination die Integration 
der Differentialgleichungen verbindet; aber da die Bestimmung der willkür- 
lichen Constanten wegen der Discontinuitflt der Functionen einige Schwierig- 
keiten macht, so suche ich, so oft es angeht, jede Integration zu vermeiden. 

Die Zusammenstellung von (5.) und (6.) führt zu Relationen zwischen 
den Constanten, wie z. B. 

a-\-a'-\-a" = 3(2*, 0), u. s. w.; 
man kann unendlich viele Relationen zwischen solchen Constanten finden, wenn 
man sowohl in den bereits entwickeilen Gleichungen, als auch in allen andern, 
welche dieselbe Methode ergiebt, für x specielle Werthe setzt. 

Die Gleichung (2.), und eine Reihe anderer von Ähnlicher Art, dienen 
zur Bestimmung der Ableitungen der elliptischen Functionen nach ß, und wenn 
man a mit ß vertauscht CS- 3.), auch derer nach a. 

Unter der grofsen Masse von Formeln, welche aus algebraischen Re- 
lationen durch den Procefs der doppelten Erzeugung für elliptische Functionen 
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hervorgehen, kann ich hier nur einige von sehr allgemeiner Form herausheben 
und mufs es einer spatern Gelegenheit Oberlaasen, einige Ordnung in diese 
Masse zu bringen; denn die Fruchtbarkeit dieses Gegenstandes ist so grofs, dafs 
die eigentliche Schwierigkeit hier in einer zweckmässigen Beschränkung besteht. 

Da die ans — dnrch doppelte Erzeugung hervorgehende Doppelreihe 

bei jeder Veränderung des Arrangements der Glieder nur um eine ganze Func- 
tion ersten Grades von x wachsen kann, so wird die aus dem Aggregale 

entspringende Doppelreihe *) gänzlich unabhängig von der Anordnung der Glie- 
der sein, wenn man die Constanten und die Variabein den Bedingungen 

a\ o'-j-a"-}- .... = 0 und ax\ aV-f aV-f.... = 0 
unterwirft **). Multiplicirt man daher die beiden Ausdrücke 

und zerfallt jeden Term des Products nach der Formel 

i_ = -J-(±JL±) 

so ist es erlaubt, auf die hieraus hervorgehende algebraische Relation das Princip 
der doppelten Erzeugung anzuwenden, sobald aufser den obigen beiden Bedin- 
gungen auch die beiden folgenden analogen 

erfüllt sind. Der Algorithmus, zu welchem dieses Princip führt, ist, wie ich 
glaube, durch das Obige hinlänglich klar geworden, und ich brauche daher wohl 
nur das Resultat hinzuschreiben; dasselbe ist 

{a(i,*)+a'(i,x')-f-fl''(i,x'')+....}{6(i,r)+*'(i,r ; )+*''(i,y , ')+....} 



*) Wenn man nämlich x<»x-fw, j^ce jr'-f to, x"</> x"+w, .etc. setzt und die 
doppelle Summation über alle Wertbe von tc ausführt. 

Wie auch aus der Form des allgemeinen Gliedes nach den Prindpien von 
t. .. «. 3. „tt hervorgeht; denn »M** m .n d„ .ü,««.. Güed n.ch 

fallenden Potenzen von w, so fehlen die Tenne — und ~. 
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wo dns Summenzeichen £ sich auf alle Combinalionen von « und v bezieht. 
Übrigens läfst sieb der zweite Theil rechts, wenn durch cy> dieselbe Function 
wie im vorhergehenden Paragraphen bezeichnet wird, auch wie folgt schreiben: 

" dp y 

Ebenso kann man auch von Aggregaten von der Form 

ausgehen, für welche die einzige Bedingung «-{-«' -f «' r -f.... — 0 erfüllt sein 
mufs, damit die aus ihnen entspringenden Doppelsummen von der Anordnung 
der Glieder unabhängig seien, und man gelangt durch die identische Relation 

_L_. = 1 /l , i\ , 2 /l . IN 
(x+7)*\r« ' W r ur+r)" T 

und durch den Procefs der doppelten Erzeugung zu der neuen Formel: 

k N><" W>(2, *<">)(2, = £><">©<'>(2, ^' ) -|->- ( " ) )[(2, x<"') -f (2, y*")]} 

a I dß ' 

Viel allgemeinere Iranscendente Formeln, und welche die eben abge- 
leiteten als specielle Fülle umfassen, erhält man, wenn man von irgend einer 
rationalen Function F{w) von w ausgehl (welche aufser w beliebig viele andere 
Gröfsen enthalten kann), in der der Grad des Nenners den des Zählers um 
mindestens 3 Einheilen übertrifft, und welche daher, nach fallenden Potenzen 

von w entwickelt, erst mit dem Term — anfängt. Unter der letzteren Vor- 
aussetzung wird 2£F(w), welches sich über alle W'orthe von w erstreckt, von 
der Auordnung der Glieder unabhängig sein, und diese Summe wird sich, 
wenn man F(w) in Partialbrücbe zerfället, durch lauter Functionen von der 
Form (g, x) ausdrücken lassen, in denen g sowohl als x verschiedene Werlhe 
erhalten. Sind nun b\ und F 2 zwei solche rationale Functionen, welche der 
eben festgestellten Bedingung Genüge leisten, setzt man in der einen wx«?,, 
in der andern www, und bildet das Product F,(u>,) F 2 m;,), so ist die vier- 
fache Summe ^*F,(it j )/< , ,(ms}, welche in das Product der beiden Doppel- 
summen ZFifa) und 2*\(w,) zerfällt. und daher voüsländig durch elüptische 
Functionen ausgedrückt werden kann, unabhängig von der Anordnung der 
Glieder, und man darf daher in derselben neue Indices statt der ursprünglichen 
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einfahren. Wenn man F l und F, in Partialbrüche zerMlel und die beiden 
Zerfällungen in einander multiplicirt, so werden alle Terrae des Products von 
der Form 

1 i 

(jr, (x t + u> t f- 
sein, und dieses letztere Product in Parlialbrüche zerfallet, liefert wiederum 
lauter Terrae von den Formen 

(«•) TTXTTX^r • TTTTTTT oder (*.) 



Setzt man nun m>, -f to t = «>, indem man w 7 in der Form w — tc, schreibt, so 
giebl die Form («.), nac h summirt, unmittelbar ' A , und die Form (4.) 
nach tr, summirt ( ^~^ • Nun ist, wegen der Periodicitfit (Ar,s — tu) = (*,«), 
wenn Ar>l, und wenn Ä = l, so tritt das Glied — 

a o dp 

hinzu ; die noch auszuführende Summalion nach w giebt daher für die Form (a.) 
(Ar, *) (A, x) und für die Form (*.) entweder (k,z)(h, y) oder (A% s)(A, y) 

4" a ' ^d'fl*^ » nacD<,em *>1 oderA = l ist; wenn aufserA = l 
auch A = l ist, so erhalt man als allgemeines Glied der für die Form (*.) zu 
(Ar, s)(A,y) noch hinzutretenden Reiho — % Sni # _5lo^(r+w) ujj( j man ^ 

Glieder dieser Form vereinigen, um eine convergente Reihe zu erhalten. Auf 
diese Weise findet man also für dieselbe vierfache Summe von sehr allgemeiner 
Form einen doppelten Ausdruck durch elliptische Functionen. Will man übri- 
gens die Differentialquotienlen der elliptischen Functionen nach ß vermeiden, 
so roufs man von solchen algebraischen Relationen ausgehen, in welchen alle 
Af> 1 sind. Noch allgemeinere Formeln erhält man, wenn man mehr als zwei 
rationale Functionen von der Form F, welche sich der Reihe nach und resp. 
auf i0j, u>2, u>), u. s. w. beziehen, mit einander multiplicirt und auf ähnliche 
Art, wie bei dem Producta zweier verfährt. Es ist nicht schwer, nach Dem 
was hier und schon im vorigen Paragraphen gesagt wurde, auch solche Formeln 
aufzustellen, welche ihre Geltung behalten, man mag die darin vorkommenden 
Functionen elliptische, Kreis- oder algebraische Functionen bedeuten lassen. 

Man kann versichern, dafe durch Anwendung der hier auseinanderge- 
setzten Principien und durch rein algebraische Verbindung der Formeln, so 
wie durch Einsetzung specieller Werthe für die vorkommenden Gröfsen, die 

37 
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Addilionstheorerae der drei Gattungen, so wie eine Menge der wichtigsten 
Fundomentalgleichungen für elliptische Functionen abgeleitet werden können; 
aber da ich zu andern Untersuchungen übergehen mufs, so sehe ich mich 
genölhigl, die Ausführung dieses reichballigen Gegenstandes auf eine spätere 
Gelegenheit zu verschieben. Ich bemerke nur noch, dafs ein wichtiges Hülfs- 
mitlel zur Ableitung neuer Formeln aus den schon gefundenen darin besteht, 
dafs man einen der vorkommenden Variabein unendlich klein setzt und auf 
beiden Seiten nach dessen steigenden Potenzen entwickelt, um die Coöfficien- 
ten derselben Potenzen einander gleich zu setzen. Auch mache ich noch auf 
den wichtigen Umstand aufmerksam, dafs die Reibe für(l,x) nur einen con- 
stanten Zuwachs erhalt und die für (2, x) sich gar nicht ändert, wenn man 
in w = am-\-{1n blofs die Werlhe von m unter einander und blofs die Werthe 
von n unter einander permulirt. ohne jedoch die Werthe von m mit denen 
von n irgend wie zu verwechseln; hierdurch wird es möglich, bei den obigen 
Betrachtungen auch solche rationale Functionen einzuführen, bei welchen der 
Grad des Nenners den des Zahlers nur um 2 Einheiten übertrilll. 

6. 

Es scheint hier der passende Ort zur Behandlung desjenigen Pro- 
blems zu sein, welches am Schlosse von §. 3. in Anregung gebracht worden 
ist. Wenn man auch nicht durch die beiden Formen km'-\-ftn' und vwi'-f-pn' 
alle Combinationen von zwei ganzen Zahlen m, n darstellen kann, sobald die 
. Determinante ip— ftv=t von +1 verschieden ist, so kann man dies doch 
durch den Complex von e ( + * je nachdem f positiv oder negativ) Systemen 
von der Form Xm'-\- jtfn'-f <*> vw'-f pn'-f t erreichen, welche sich unter ein- 
ander durch verschiedene Combinationen a, r unterscheiden und in deren jedem 
wi' und n' alle ganzen Werlhe von — sc bis oo durchlaufen. Für a müssen 
nach und nach alle Glieder eines vollständigen Restensystems mod. & gesetzt 
werden, wenn & der gröfste positive gemeinschaftliche Theiler der beiden 
ganzen Codfficienten l und fi ist, und für r alle Glieder eines vollständigen 

Restensystems mod.^p = «?', wo so wie & positiv ist. In der Thal stellt 

Am'-f-/*n' alle ganzen Zahlen dar, welche durch # Iheilbar sind, aber nur 
diese, und da jede ganze Zahl einem und nur einem Gliede eines vollstän- 
digen Restensystems mod. # congruent ist, so wird die Gesaramtheit der Aus- 
drücke Am'-f . an ' r a > wenn " nacn un d nacn a " e Glieder eines solchen Re- 
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stensystems durchläuft, wirklich alle ganzen Zahlen ohne Ausnahme darstellen; 
auch ist jede nur durch einen dieser & Ausdrücke darstellbar. Es sei wi eine 
gegebene Zahl und man setze iw=W-f ^m'-f a; es sei ferner m' tl und n' n irgend 
ein System von ganzen Werlhen von m' und welches dieser Gleichung 
genügt: dann sind alle derselben genügenden Systeme durch die Formeln 

tn' = m[ n' = n'„-\ k± 

gegeben, wo k alle ganzen Werthe haben kann. Der Autdruck pm'-j-pn'-fr 
wird durch Substitution dieser Werthe 

und es ist klar, dafs immer ein und nur ein Werth von r aus einem voll- 
ständigen Kestensysteme mod. &' und dann immer ein und nur ein zugehöriger 
ganzer Werth von k existirt, für welchen dieser Ausdruck irgend einer gan- 
zen Zahl st gleich wird, während tn unverändert bleibt. Zugleich sieht man. 
dafs, um zu jedem m alle ganzen Werthe von n zu erschöpfen, r wirklich 

uff« Glieder des vollständigen Reslensystems mod. #' = -=i durchlaufen mufs. 
Es ist somit bewiesen, dafs die beiden Ausdrücke 

m = Awi'-f ftn'-f a und n = vm'-\ r 
wirklich alle Combinalionen von zwei ganzen Zahlen ut, n und jede Combi- 
nation nur einmal darstellen, wenn man in ihnen o und x unabhängig von ein- 
ander, ersteres ein vollständiges Restensystem mod.#, letzteres ein vollsländiges 
Restensystem mod. 9\ und m' und ebenfaUs unabhängig von einander und 
unabhängig von a und r, alle ganzen Werthe von — oc bis 00 durchlaufen 
läfst; und man kann diese Substitution für m und n als eine Eintheilung aller 
Combinalionen tn, n in eine Anzahl &&'=±t Partialgruppen betrachten, weiche 
sich unter einander durch die Werthe von o und t unterscheiden, in deren 
jeder aber a und t einen stehenden Werth haben, während m' und n' alle 
ganzen Werthe durchlaufen. 

Führt man wirklich die hiernach salthafte Transformalion der Indices 
in cr> Xm-^r un-\ a, n </> vwi-f (?n-\-r 
in die Reihen (g,y) und in das unendliche Doppelproduct f(x t y) ein, so 
erhält man 

am\ßn-\-y cr> a'm-\- (¥ n-\-y', wo 
«'=A« + r/?, ß' fia+ 9 (t und / = y+o«-f rß, 

37« 
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und wenn man daher jedesmal olle Glieder, für welche a und t denselben 
Werth behalten, zu einer Parlialreihe oder einem Partialproducte zusammenfafst. 
so erhält man nach den Principien in §. 3. die folgenden Transformationsformeln : 



wo die durch lateinische Lettern ausgedrückten Summen- und Productenzeichen 
& und P eine endliche Summe, rcsp. ein endliches Product von « *) Termen 
bezeichnen, und sich über alle * Combinationen a, r erstrecken; durch {g»y)' 
und/" wird ferner angezeigt, was aus ( g, y ) resp. f wird, wenn man « c/5 «', 
ßj)ß' setzt, und alles Übrige ungeändert läfst. Ich werde sagen, dafs diese 



Da a irgend ein beliebiges Restensystem mod. &, und r irgend ein be- 
liebiges Restensystem mod. durchlaufen kann, so will ich, ehe ich zu der 
Bestimmung von V übergehe, zuvor die Modificalionen untersuchen, welche 
die endliche Summe auf der linken Seite von (.4.) erleidet, wenn man von 
einem Restensysteme sowohl mod. & als mod. zu andern übergeht. Wenn 
g = l ist, so erlangt jene Summe durch diesen Übergang einen conslanten, 
von y unabhängigen Zuwachs und bleibt folglich für gröfsere Werlhe von g 
ungeändert. In der That seien o t und o 2 die allgemeinen Glieder zweier ver- 
schiedenen Restensysteme (mod. und t, , t, die allgemeinen Glieder zweier 
verschiedenen Restensysteme (mod. ; es werden sich demnach die Zahlen 
Oy mit denen o 2 und die Zahlen t, mit denen t, zu zweien zusammenstellen 
lassen, deren Differenz durch 0- resp. S' (heilbar ist. Betrachtet man einer- 
seits die Reihe der e Gröfsen a t a-\-T,ß, andrerseits die Reihe der e Gröfsen 
ff,«-f r 2 ß, so behaupte ich, dafs jedes Glied in der einen Reihe eines und 
nur eines in der andern findet, welches sich von ihm um einen Ausdruck von 
der Form ka'-\-tß' unterscheidet, wo k und / ganze Zahlen sind; denn so- 
bald wirklich 



(C.) o^a-fT^-faa + r,/?) = Aa'-j -Iß' = (M + jul)« t(vA-}-<>0/* 



werden soll, so hat man nur a 2 — o, = kk-\- ul, a* — T l =rk-\- zu setzen; 
die Möglichkeit dieser beiden Gleichungen ist schon oben untersucht; es mufs 



*) Es sei hier ein für allemal bemerkt, dafs, wenn der Kürze wegen eine negative 
Zahl als Anzahl eingeführt wird, stets ihr absoluter Werth zu verstehen ist. 



(J.) S(g,y + oa-\rß)' = {g,y)-\ V{g, y), 

(B.) Pf'(x, y\ aa -j- rß) = e-*v>r>*-Wtf*Y(x, y), 
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zunächst <J, = a, (mod.£) sein, nnd nnter den unendlich vielen Paaren k, l, 
welche unter dieser Voraussetzung der ersten Gleichung genfigen, findet sich 
eins, welches auch die zweite erfällt, wenn man nur t 2 — t, durch eine pas- 
sende Congruenz mod. & bestimmt. Nach §. 3. ist nun jedesmal, so oft die 
Gleichung f» erfallt ist, auch 

d. b. diese Differenz wird gefunden, wenn man die Differenz zwischen o 2 a~\-i,j1 

und a t a-\-x t ß auf die Form ka'-\-lß' bringt und mit dem Coefficienlen 

von ff in jener Form mulliplicirt. Die Differenz zwischen den beiden Summen 

M S(U r +o t a-\-x 7 ßy -S{\,y \a y a\x,ß)' = D, 
wird folglich gefunden, wenn man von der Summe aller * Ausdrücke von der 
Form a 7 a-\-x 7 ß die Summe aller e Ausdrücke von der Form o^a-J-r,/? ab- 
zieht, die Differenz auf die Form Ka'-\-Lß' bringt, wo K die Summe aller 

k und L die Summe aller / in (c.) ist, und dann D — d' ^— setzt. Nun 

ist S{(a 2 — o,)a + (*i — t»)/*} =#'.£(<;,— oj-a-j -92(x 7 — x t )-ß; denn wenn 
man in einein Ausdrucke wie aa-f *ß jeden Werth von a mit jedem Werthe 
von x combinirt, so erhält man zunächst für jeden stehenden Werth von i, 
durch Addition über alle Werthe von o, deren Anzahl =& ist, 2o-a-\-&X'ß 
und hieraus, wiederum durch Addition über alle x, deren Anzahl &' ist, 
d , 20'a-\-&2x-ß. Da nun ferner ea = ^a' — yß', iß = — fia' + Xß' ist, 
und der eben gefundene Ausdruck deshalb und wegen = auf die Form 

gebracht werden kann, so erhält man endlich 

wo + das Vorzeichen von e ist; und da o v = -f < ^ °^ er = — <7, je nachdem 
* positiv oder negativ ist, so ergiebt sieb 

Hiernach ist die Bestimmung von V in (J.) sehr leicht, da man schon 
weifs, dafs y) von der linearen Form a — by ist und dafs dann V(2, y) = * 



Digitized by OooQie 



- 294 - 



uod alle folgenden V(3, y) u. s. w. =0 sind. Setzt man in (J.) 9 = 1 und 
aberall y^y-f «\ so bleibt links Alles ungeändert, weil «' «geulHckcr Modul 
der Periodicitäl für die Function (1,y/ ist; rechts erhalt (l,y) den Zuwachs 

(t . wie zu sehen, wenn man a' in der Form Xa-\-vß schreibt. Man 

<x * 

erhält folglich durch Subtraction der ursprünglichen Formel von der neuen : 
mithin 

O) b = d -^r- 

Setzt man ferner y r —y in ( J.) för g = 1 , und addirl die hieraus ent- 
stehende Formel zu (J.), indem man erwägt, dafs 

{\,-y\oa\,ßi = -^y-aa-rß) und (1,-y) -(l,y) 

ist, so erhält man 

Ä(1,y-fa«-j-r/?)' — ^(1,7 — 00 — r/i/ = a — by-{-a + iy = 2a. 
Da nun — 0 eben so wohl ein vollständiges Restensyslem (mod. #) wie a, und 
— t eben so ein vollständiges Restensystem (mod. wie r repräsenlirt, so 
ist die so eben hingeschriebene Differenz S— S von der Form D, und man 
erhält folglich nach (/*.) 

Wenn t ungerade ist, kann man immer die 0 und die t auf unendlich viele 
Arten so annehmen, dafs -2o = 0, JEt — 0, abo auch « — 0 ist. Übrigens 

ist klar, dafo 2 und 2 stets ganze Zahlen sein werden. 

Ich kann nur noch in aller Kürze folgende Bemerkungen zu dieser 
Theorie der Transformation hinzufügen. Der Zusammensetzung der linearen 
Systeme entspricht die Zusammensetzung der Transformalionen, welche ihnen 
zugeordnet sind; alle zur Determinante e gehörigen unendlich vielen linearen 
Systeme lassen sich aus einer endlichen Anzahl reducirler Systeme von der Form 

t&, On 

wo £ jede ganze Zahl __ 0 und < &' sein kann, durch Zusammensetzung der 
letztern mit Systemen, deren Determinante = 1 ist, ableiten ; die Anzahl der 
reducirten Systeme ist gleich der Factorensumme der Zahl t; eben so grofs 
ist die Anzahl der wesentlich verschiedenen Transformationen für die Deter- 
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minante e, d. h. derjenigen, welche nicht aus einander dnrch Transformationen 
abgeleitet werden können, welche zur Determinante 1 gehören. Ist die De- 
terminante f ein Quadrat, so tritt das System 

(1*. Ox 

als das einfachste vor den andern heraus und liefert die Multiplicalion. Kehrt 
man irgend ein lineares System »m« und mulliplicirt alle Coefficienten 

des umgekehrten Systems mit e, so erhalt man (__^/ _ und setzt man 

dieses und das ursprüngliche zusammen, so erhält man das System Auf 

diese Weise erklärt sich die Znsamensetzung der Multiplicalion aus zwei reci- 
proken Transformationen, welche Jacobi besonders hervorgehoben hat. Man 
kann solche Systeme, welche durch Zusammensetzung mit Systemen mit der 
Determinante 1 (Einheiten unter den Systemen) aus einander hervorgehen, 
äquivalente Systeme nennen. Setzt man dieselben Systeme in certchietUncr 
Ordnung zusammen und gestattet sich dabei, für jedes System beliebig ein ihm 
äquivalentes zu setzen, so entspringen Systeme, welche zwar verschieden sind, 
aber stets einander äquivalent gemacht werden können; und die ihnen zuge- 
ordneten Transformationen sind nicht wesentlich von einander verschieden. 

Auch hier, bei der allgemeinen Transformation, ist der Fall von beson- 
derem Interesse, welchen ich schon in §. 3. für « — + 1 betrachtet habe, wenn 
nämlich die Proportion a:/? = a':/i' Stattfindet Dieser Fall liefert diejenigen 
Transformationen, welche man die Scale der complexen Multiplicationen nen- 
nen kann; man findet hier für tu und fi> dieselben quadratischen Gleichungen, 
wie in $.3., nur kann hier tö desto mehr Werthe haben, je gröfser t ist. 
Da, wenn man die dortige Bezeichnung beibehält, 

negativ sein muis, so mufs * nothwendig positiv sein und A-f? kann dann 
alle positiven und negativen Werthe erhalten, welche, abgesehen vom Zeichen, 
<C2/« sind; zu jedem posliven Werthe von t gehören also eine endliche 
Anzahl von Werlhen von J und eine endliche Anzahl zugehöriger Werthe von 

0) = — — , wo übrigens 1-\-q = J (mod. 2) ist. Man kann aber auch die 

Transformationen nach den Werlhen von J ordnen, und zu jedem J von 
der Form 4« oder 4« -f 1 gehören dann unendlich viele in der so eben hin- 



Digitized by Google 



— 296 — 

geschriebenen Form enthaltene Werthe von a> und unendlich viele Werthe von 

Als Beispiel, jedoch aus einem etwas andern Gesichtspuncte betrachtet, werde 
ich die Werthe 3 und J=—4 nehmen. 

Wenn man a — i und ß einer imaginären dritten oder vierten Wurzel 

der Einheit gleich setzt, also/? = i oder ß — ^ ~ — r — ^ 1 — , so 

durchläuft w = am -\-ßn alle complexen ganzen Zahlen, welche aus dritten 
und resp. vierten Wurzeln der Einheit zusammengesetzt sind, und man hat die- 
jenigen Functionen, welche am Schlüsse von §. 3. besonders hervorgehoben 
wurden. Es bedeute in der That w die Totalität aller ganzen complexen Zahlen 
(aus dritten oder vierten Wurzeln der Einheit) und k eine bestimmte ganze 
complexe Zahl, ferner x ein vollständiges complexe» Restensystem (mod. Ar), 
d.h. eine Reihe von N(k)~M(kf ganzen complexen Zahlen, welche unter 
einander incongruent sind und deren einer und nur einer jede complexe Zahl 
(mod. Ar) congruent ist: dann repräsentirt der Ausdruck 

kw-\- x, 

eben so wohl als tc selbst, die Totalität aller ganzen complexen Zahlen, und 
man kann folglich in den Doppelsummen, so wie in dem unendlichen Doppel- 
produet, fflr diesen Fall wwkw-^x setzen; wodurch nach den verschiedenen 
Werthen von x, die Summen in iV(Ar) Partialsummen und das Product in A'(A>) 
Partialproducte zerfallen. Durch die Substitution w </> k w-\-x wird 

w -I- ky *> k w\k 7 \x = k(w -f y \ £), (w -f ky? <« + y -|- jf* 

(* ky) « 1 S(* y -f -J), f{kx, ky) x P,fix,y+ y). 
Es sei hiernach 

T?( 1 ^+T)= V,ky)A r a-bky, 
und man setze in dieser Gleichung y<r>y\\\ die linke Seite bleibt hierbei 
unverändert, die rechte erhält, da J=— 1 ist*), den Zuwachs — 2hni — bk, 

*) 5 hat das entgegengesetzte Zeichen des Coöfficienten von i in — , und dieser 

CT 

Coefficienl ist hier = 1, wenn es sich um die lemniscatischen , und = 4V3, wenn es sich 
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wenn h der Coefficienl von i und resp. von r in k isl ; man erhält demnach 
kb——2hni. Selzt man ferner in der obigen Gleichung yi/i — y, bedenkt 

dafs allgemein (l,— y-j--£-)= — (l,y — -^-), (1, — ky) = — (1, ky) ist und 

dafs jede Zahl aus der Reihe — x eine und nur eine ihr congruente (mod. Ar) 
in der Reihe x findet, so erhält man durch Addition der aus der Substitution 
yw—y entspringenden zu der ursprünglichen Gleichung: ka= — 2Hni, wo H 

Sx 

der Coeificient von i und resp. r in ist. Wenn k nicht durch 1 -f» und resp. 

durch 1 — r oder 2 theilbar isl, so kann man das Reslensyslem so annehmen, dafs 
immer gleichzeitig die vier Glieder ±x, ±ix, resp. die sechs Glieder ±x, ±rx, 
±r*x vorkommen; dann ist nicht blofs H = 0 und « = 0, sondern man hat 
auch diejenige Darstellung des Restensyslems, welche in der Theorie der Reste 
der vierten und sechsten Potenzen von besonderer Wichtigkeit ist. Wenn 
k = 1 -f i resp. = 1 — r isl, so kann man das Restensystem durch die beiden 
Werthe x = 0, 1 und resp. durch die drei Wertbe x = 0, ± 1 darstellen. 

Nachdem auf diese Weise V für die hier angewandte Substitution be- 
stimmt ist, erhall man nach den Principien von §. 3.: 

(C.) = 4s(l,y+^)+^<T)- 2 ^^(Ar).y, 

(2,A r ) = ls(2, y +|)-i-^'(5(A), 

(9, ky) = S(^r, y-\- £)> wenn 9 > 2 ist, 

(0.) log/X**, Ary) 

= Slog/-(x,yi^)-j27ir(5(^)-2^i6(A)^jx-^ie(Ä;Ar^; 

wo das Zeichen S sich auf alle Werthe von x, die ein vollständiges Resten- 
system mod. Ar erschöpfen, erstreckt, und wo der Kürze wegen durch ß der 
Coefficienl von • und resp. von r in einer ganzen complexen Zahl aus vierten 
und resp. aus dritten Wurzeln der Einheit angedeutet wird, so dafs z. B. 

G(2 + 3.-) = 3, <2(4 + 5r) = 5, G(i) = l, S(-i)=-l, <S(r) = l, 

(S(r 2 )^(?(-l_r) = -l ist. 



um die mit den drillen Wurzeln der Einheit zusammenhangenden Functionen handelt, ist 
also in beiden Fällen positiv; halle man ic = m — «i oder tc = m — nr, to = m-f»r* 
ffesetzt, so würde Ö=-\-i sein. 
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Noch will ich die Maltiplicntionsformeln, welche sich auf den complexen 
Mulliplicator k beziehen, für die am Schlüsse von §. 4. eingeführte Function 
tp(x) — {— yf(x, */)} Y -u aufstellen. In dieser Function ist ebenfalls enlwe- 

der a — 1 , ß = i, oder a = 1 , ß —r = ~ ^ zu setzen. Ich werde 

diese Untersuchung mit einiger Ausführlichkeit anstellen, da auf ihr die im 
folgenden Paragraphen zu machenden arithmetischen Anwendungen beruhen. 
Nach (/>.) hat man 

(«.) f(kx,ky) = < T P/(*,y+j), 

wo T= -2aijö(^)-(5(*)-)fcyjx-^i(S(A).Ä^. 

Giebl man in dieser Formel (<*.) x aufser seinen übrigen A(A>) — 1 Werthen, 
deren Inbegriff durch x bezeichnet wird , auch den Werth Null , zieht aus dem 
Producte rechts den Factor f(x, y) heraus, multiplicirt die Formel auf beiden 
Seiten mit — ky und setzt dann y = 0 (wobei zu bemerken, dafs — kyf(kx, ky) 
in tp(kx) und ~yf(x,y) in </>(x) übergeht), so erhält man 

C/*.) tp(kx) = S--k<p{x)Pf(x,+). 

Nun ist f(x, -T-) = — - — -j— , und wenn man noch, was erlaubt ist, x'cn — x' 

setzt, so ergiebt sich 

{y.) <p(kx) = * v -kP 9 (x+ 

wo U= 2ni(E(J>£)x-ni<Z(k)-kx i ist. 

Man nehme irgend eine reelle ganze Zahl /, von der wir zunächst nur 
voraussetzen, dafs sie nicht durch k oder vielmehr durch xY(Ar) theilbar sein 
soll ; später wird diese reelle ganze Zahl t noch anderen Beschränkungen unter- 
worfen werden. Setzt man in (y.) xcntx und xwtx, x'&tx', so wird 

Uvt'Ui denn da / reeU ist, so ist &(nr) = /<&(-^), «nd fahrt man die 
neue Function F(x)~<p(tx) ein, so wird cr> <p(ktx) — F(kx\ 

K*+t)"H'*+t)^ f (*+t)> *(t)^Kt) = f (t)' fo, * ,lch 

erhält man 

(rf.) F{kx) = € ,3V k-PF(x^^):PF(^). 
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Es wird sich bald der Nutzen der Einführung der beliebigen reellen ganzen 
Zahl / zeigen. 

Es sei / eine andere complexe ganze Zahl, welche zn k relative Prim- 
zahl ist; es sei l das allgemeine Glied eines vollständigen Restensystems (mod./), 
welches die Noll enthalt, und X' das allgemeine Glied eines reducirlen Resten- 
systems (mod. /), d. h. es reprfisentire l' diejenige Reihe von JV(I) — 1 Zahlen, 
welche verbleiben, wenn man von den iV(/) Zahlen l die Null ausschlierst. 
Setzt man in (y.) xxijj und mulliplicirt aber die S(l) Werthe von X, 
so erhält man 

+ = ,-*^P i P. y ( ; ^i4 + ^):jP.,^)}• V( ^ 

wo SU = 2ni<Z(^)s(^x + j)-m&(k)-ks(x+j) 2 isL Nun ist, wenn 

man die Formel (/.) auf die complexe Zahl / anwendet, indem man zugleich 
attkx setzt und das Reslensystem (mod./) durch kl repräsenUrt: 

<p{klx) = ^7P iy (Äx + ^):P^(*A), 

wo V = 27iiQ(^)kx-ni<&(l)-lk 7 x 2 -, 
folglich erhält man durch Substitution 

Vertauscht man hier k und / mit einander, also auch x und l mit einander, 
dividirt die hieraus hervorgehende Formel durch die ursprüngliche und setzt 
nach geschehener Division x, welches sodann nur noch in der Exponential- 
gröfse vorkommt, =0, so erhält man 

0.) ***«^p» v ffi ki p* 9 ($ = ^/^p^(^V*(^, 

wo 

8U n = 2«i«(^)s(4)-»iC(*)ÄS(^) 1 

SF U = 2«*«(^)s(-j)-ni«(0IS(g) ist. 

Für die Anwendungen, welche ich im Auge habe, reicht es hin, in der Theorie 
der complexen Zahlen aus vierten Wurzeln der Einheit für k eine nicht durch 
1-t-t, und in der Theorie der complexen Zahlen aus dritten Wurzeln der Ein- 
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heit, fQr k eine weder durch 1 — r, noch durch 2 theilbare Zahl 
in diesem Falle kann man das Restensystem x\ wie schon bemerkt, so an- 
nehmen , dafs es in vier, resp. sechs Theile zerfallt, welche aus einander durch 
Multiplication mit complexen Einheiten entstehen, d. h. dafs die Reiben, deren 
allgemeine Glieder ±x, ±ix, resp. + x, ±rx, ±r 7 x sind, mit der Reihe zu- 
sammenfallen, deren allgemeines Glied x ist. Unter dieser Voraussetzung wird 
Sx = 0 und Sjt = 0, und dadurch vereinfachen sich die Ausdrücke SU U und 

SF„, indem Stf„= - xi<Z(k)ks(£) und SF„ = 0 wird. Setzt man jetzt, 
um die Function F in (je.) einzuführen, xwtx, so wird <f(j^) <*> ^{j)-> 
also erhfilt man 

Dem Producte P^fQ^) mufs man eine einfachere Form geben. Es sei / 

gerade. Diese Annahme hindert nicht, nach dem was wir aber die complexe 
Zahl Ar festgesetzt haben, dafs / zu k relative Primzahl sei. Ix durchläuft 
ebenso wie x' ein reducirles Reslensyslem (mod. k) und jede Zahl in der Reihe, 
deren allgemeines Glied Ix' ist, findet ihre congruente in der Reihe, deren 
allgemeines Glied x' ist; jenes Product läfsl sich daher sehr einfach auf das 

Product P,.F{^) zurückführen. Nach (XI.) in §. 4. hat man allgemein 

<p{x-\-ga^kß) = (-ir*e « 
Wenn daher «=1, ß = i oder = r und t gerade ist, so hat man 
tf,(tx-\-tg + thß) = *-<W' lA *>*'V('*)i 

also 

<£) F{x+g+hß) = 
wo w von t unabhängig ist. Hiernach findet sich 

wo ebenfalls n> von / unabhängig ist; was wir für die folgenden Anwendun- 
gen nur zu wissen brauchen. Der Werth selbst von n> ist leicht anzugeben; zieht 

man nämlich von jedem Gliede der Reihe j- das ihm entsprechende der Reihe ^ 

ab, welches eine Differenz von der Form g-\- Aß giebt, wo g und h reelle 
ganze Zahlen sind, und bezeichnet durch h das allgemeine Glied der Coefficien- 
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ten von ß (=i resp. =r) in diesen Differenzen, so hat man 

n> = _(SÄ , ./?+ 2&k.x)ni. 
Durch n> werde ich hier immer einen Ausdruck bezeichnen, um dessen Werth 
wir uns nicht weiter bekümmern, als dafs wir uns aberzeugen, er sei von / 
unabhängig. Hiernach wird aus («'.): 

t) 

auf P a ,y(j) zurückführt. Man bezeichne das allgemeine Glied der Differenzen, 

welche man erhalt, wenn man von jedem Gliede der Reihe kl' das ihm con- 
gruente aus der Reihe 1' abzieht, durch l(g-\-Aß), so giebt (XI.) §. 4.: 

folglich 

M e^k^P ll( p(^- l = G-l«»->P,F(*)" {,> - i . 

Um hieraus den Werth des Products P*F(Q w finden, auf welchen Alles 

ankommt, setze man statt / die speciellen Werthe 1-f-i, 1 — r und 2, letztere 
Zahl 2 als complexe Primzahl aus dritten Wurzeln der Einheit betrachtet. Wenn 
/=i -f t, so hat l' nur den einen Werth i' = 1, und da Ar = 1 (mod. 1 -f i) ist, 

so erhalt man, wenn *=a-f 6i gesetzt wird, g-\-hi= °"^~ t , g= aJrb ~ X , 
A = , also ( — 1 )*+* = (— 1 )*. Der Exponent der Exponentialgröfse in 

G wird — {tf i -f 2 jjyj n i = — {A 2 i -f (1 — i) A} n t; der imaginäre BeslandtheU 

dieses Exponenten ist — Atii, und wenn man seinen reellen Theil wegläßt, so 
lafst man von G einen reellen und positiven Factor weg, den ich mit p be- 
zeichne. Man erhält folglich 

« 

Ferner ist 

Sl/„ = -*i<S(A)*.l= -~A<«+At), 
und der imaginflre BeslandtheU hiervon ist — ^p, also 
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Nimmt man b gerade an, so wird A ? =0 (mod. 4), e sv =p, und setzt man 
nocb a-\ b == 1 (mod. 4), so dafs A primär ist, in dem Sinne von Gaufs, so 
wird auch £=p, und nach (i?.) hat man also für einen primären Werth 

von k, da A T (f) = 2 ist: 

Für /=l_r, 2V(/) = 3 hat l' die beiden Werthe ±1. Man kann 
immer annehmen, dafs A = -fl (mod. 1 — r); denn eine der beiden Zahlen 
+ k genügt sicher dieser Bedingung; dann ist ki.' = l' (mod. 1 — r), nämlich 
±k = ±1 (mod. 1 — r); ^ und A haben zwei' einander entgegengesetzte Werthe, 
so dafs Sy — 0, SA = 0. Der Exponent der in G vorkommenden Expo- 
ncntialgröfse, welchen ich durch W bezeichnen will, isl 

H = _ai{sAV + 2S( T ^ r )j. 

Setzt man k— 1 = (1 — r)(^-f/*r), so durchläuft A J in der Summe die beiden 

Werthe A\ A% und AÄ' die beiden Werlhe A, A, weil A' = -(-l, -f-A und 

/' = — 1, — A entspricht. Erlaubt man sich nun, im Exponenten beliebig alle 

reellen Bestandteile wegzulassen, so kommt W — — 7\'t\-~ A'-f 2A}, weil der 

2 

reelle Bestandteil von r, = — j, der von, , = 1 ist und in der Parenthese 

die imaginären Theilc weggelassen werden können. Läfst man auch die ganzen 
Vielfachen von Int weg, so kommt W = A 7 7ti = Arn", also G=p(— 1)*; 
und setzt man k = a-\-br, so ist g+hr — 1 + Ar)(l — r 2 ), also 
3 v = 2tf-A-2, 3/4=-a-fÄ-t und G= p(-t )"+*-'. Dasselbe findet man, 

wenn A —1 (mod. 1 — r). Ferner ist SL r „= -^-b(ar 7 ^ 6), und der ima- 
ginäre Theil hiervon isl yft(2£ — «), folglich e st ' » = l )»',*•+*>; vereinigt 

man ab mit a-~b — 1 in G zu (a— 1), welches gerade ist, da nicht 
/i und 6 boide gerade sein sollen, so erhalt man 

Wenn endlich / = 2 gesetzt wird und die ähnlichen Berechnungen gemacht wer* 
den . so erhält man eine Formel zur Bestimmung der dritten Potenz des in (# 2 . ) 
zur Linken befindlichen Products, und wenn man diese durch (ff?.) dividirl, so 
erhält man die erste Potenz jenes Products für den Fall der aus dritten Wur- 
zeln der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen. 
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Diese Untersuchungen gewinnen aof nachstehende Art eine noch grö- 
isere Übersichtlichkeit, und man sieht zugleich, dafs zur vollständigen Darstellung 
der in den folgenden Paragraphen gegebenen Beweise der Reciprocitätsgeselze 
für die Reste der vierten und sechsten Potenzen nur eine geringe Zahl von 
Betrachtungen erforderlich ist. 

Wenn a = 1, ß = i oder = r , also J = — 1, und w die Totalität 
aller complexen ganzen Zahlen von der Form m-\-nß darstellt, und wenn fer- 
ner Ar eine ganze complexe Zahl u-\-bß, x ein vollständiges, x' ein reducirtes 
complexes Restensystem mod. k ist, so stellt kw-\-x ebenfalls die Totalität 
aller complexen ganzen Zahlen dar und es kann statt w in das unendliche 
Doppelproduct f{x,y) gesetzt werden, wodurch dasselbe in ein Product von 

${k) Doppelproducten /^~, £p) zerfällt. Die Modificalion von log f\^,y) 

ist = — V(\, r )x — \V(2,y)x i ; V(2,y) ist gleich dem Coefficienten von y 
in V(l,y) mit entgegengesetztem Zeichen genommen, und V(l,^), dessen 
lineare Form in Bezug auf y man schon kennt, findet sich, wenn man in 

die Formel jS(l,?^) = (l,y)-(-V(l,y) zuerst y<ny-\-k, dann -y 

setzt und die uneigenlliche Periodicilät von berücksichtigt, nach welcher 

(1,y+*+A0) = (l»y) — ist. Man findet auf diese Weise 

V(i,y) = ^(«s(|)-(E(*)y), V(2,y) = 

VlogA*,y) = ^(((£8|-«Ä.y)or + i(EÄ.«'), 

p Ai> *ir) = • v " ,fr *" ) A*. r), y + t) = ^«""''»fi**. ky)- 

Multiplicirt man letztere Gleichung auf beiden Seiten mit— A/, stellt die iV(A) 
Zahlen x aus der Nnll und den N(k)—i Zahlen *' zusammen und setzt zuletzt y=0 
und x<a—x, indem man die aus der Definition der unendlichen Doppelproducte von 

selbst hervorgehenden Relationen — yf(x, y) = tp(x), /{x, = — ^ , 

— kyf(kx,ky) = <p(kx)> <p(—x) = -<p(x) berücksichtigt, so ergiebt si 

(1.) e^A-**.>(*x) = 

wo Vlog/'(-Ax,0) = 27ii(-GS(£)x4-lG(A0*x J ). 
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Es sei / eine zweile comptexe ganze Zahl, welche mit Ar keinen ge- 
rn einschaftlichen Theiler bat; l sei ein vollständiges, X' ein reducirtes Resten- 
system (mod./); ferner sei N(k) = p, A'(/) = y, and man setze der Kürze 
wegen die Producle 

P&(kxr ~) = A, P l<P (kx + i) = ß, P, P l<f (*+ j + j) = C. 

Da die Vielfachen A*i', wenn man sie durch den mod. 7 dividirt, ihre 
Reste, welche sammtlich verschieden sind, in der Reihe X' finden, so sei 

kl' = A.Onod.'O und kX' = A,-f {v a +vß)t, 

wo Ä, unter den befindlich ist, und alle mit allen V, wenn auch in an- 
derer Ordnung, zusammenfallen. Auf Ähnliche Weise sei, da die Vielfachen 
Ix' (mod. Ä) ihre Reste unter den x' haben, und diese Reste die sfimmltichen 
x' erschöpfen, 

Ix' = x, (mod./c) und Zx* — x, -K^u-f t l ß)kf 

wo alle mit allen x*, wenn auch in anderer Ordnung, zusammenfallen. Da 
kX' X, 



Zj-=z-j- + v„-\-vfl ist, so folgt aus der uneigentlichen PeriodicitM 
der Function <f: 

Setzt man für X alle seine y Werlhe und jedesmal die entsprechenden Werthe 
von X, , r„ und f, so kommt, da alle mit allen JL' zusammenfallen: 

il = e J «- r Ä, wo V = *S*,+ j-Sf-IS^-^yii-SfA*. 

Aus (1.) erhält man, wenn xxu™-}-^- gesetzt und Ober alle Werthe von X 
multiplicirt wird: 

e *»>.>r. A _ _*!_£. 

wo >r=- _cs(j).s(*+j)-f iG(*)AS(*-f- y)\ Endlich erhält man aus 
(1.), wenn man k<t>l, also auch xxi, /^ü', und aufserdem x<nkx setzt: 

z y(Ä/cr) = ^Ä, wo Z== -<£S(y)** + i«(0'* , *% 
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und aas der Verbindung dieser drei Formeln A = e l!,i r B, e* nL,r A — — —C 
und e t » i - z l p(klx) = ^ ) B folgt 

C V(0 y(*) v 



Die linke Seite dieser Gleichung bleibt unverändert, wenn man k mit / ver- 
tauscht; dasselbe raufe also auch rechts der Fall sein. Zunächst müssen daher 
die Coöfficienten von x und a? in — V — W— Z bei der Vertauschung von 
k mit / unverändert bleiben, was sich auch leicht a posteriori verificiren lötet. 
Setzt man ferner das constante Glied in —V—W—Z, welches von rein 
arithmetischer Form ist, = [/; *], nämlich 

\hk] = (5S(^).s(4)-id(A:)AS(*;)-iSv (( -iSv + iS^+^il, 
und in ähnlicher Weise 

[k f i] = (5s(}).s(^)-i(5(/)/s(^)-iS At<I -iS^ + iS^/J+^ ) , 

so erhält man durch Vertauschung von k mit /, aus obiger Gleichung: 

_i_._*!_«**ui;*i = * ._Z_^»M*,n also 
V(0 v/(*)' VW 

Aus dieser Gleichung Ififst sich für unendlich viele Werthe von q — 1 die 

i. 

(y — t)te Potenz von — ^ finden, wenn man / specielle Werthe giebt; 
aber da die Darstellung von durch Wurzclgröfsen und namentlich durch 

solche, deren Wurzel-Exponenten durch 2 oder 3 (heilbar sind, für die nach- 
folgende Anwendung gänzlich unbrauchbar ist, so mufs man einen Werth 
von / suchen, oder solche Werthe von / combiniren, durch welche die 

Darstellung von in rationaler und unzweideutiger Form möglich wird. 

VW 

Wenn/?=i ist, so ist /= 1 -f » ein Werth, für welchen unmittelbar q — 1 = 1 
wird. Wenn ß = r ist, so hat man die beiden Werthe /= 1— r und / = 2, 
für welche q — 1 = 2 resp. q— 1 =3 ist, und man erhält die 2te und die 3te 
Potenz des oft erwähnten Quotienten, und durch deren Combination (Division) 
die erte Potenz jenes Quotienten. 

39 
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Die Ausdrücke [/; k] und [h; l] vereinfachen sich für specielle Formen, 
die sich den Reslensyslemen geben lassen. Wenn zunächst mit jedem x 
auch sein entgegengesetzter Werth — x in dem Restensysteme (mod.AQ vor- 
kommt, so ist Sx = 0, und da aus x<x> — x; //<,(/) — [* v , — p folgt, so 
ist auch S//„ = 0, S« =0. Wenn ferner für ß = r immer gleichzeitig x, 
rx, r*x vorkommen, so ist ebenfalls Sx = 0 und auch Sx* = 0; und da 
unter dieser Voraussetzung immer drei Werthe von /n v ~\-fir t wie t u u -\-ur, 
— ft-\-(ßu — ,u)r, (/* — — for, zusammengehören, deren Summe verschwin- 
det, so ist S/4j = 0, Sju = 0. Wenn endlich für /?=• immer gleichzeitig die 
vier Werthe +x, ±ix von x vorkommen, so ist Sx = 0, Sx 2 = 0, S/i« = 0, 
S fi = 0. Nimmt man demnach an, das Restensystem mod. k sei so constmirt, 
dafs für ß = i immer gleichzeitig die vier assoeiirten Reste ±x, + ix und 
für ß = r immer gleichzeitig die sechs assoeiirten Reste ±x, + r.x, ±r 2 x 
vorkommen, wenn x vorkommt, welche Conslruclionsweise sich beiläufig die 
Eintheilung des Restensystems in seine vier, resp. sechs assoeiirten Theile 
nennen läfst, so nehmen [/;&] und [kj l] folgende einfachere Form an: 

[/;*] = _ 4 CT(Ar)AS(^)-iSr ( -tSv-f iS^i^, 

Diese Annahme schliefst die Fälle aus, wenn k durch 1-f i, für ß — i, und 
wenn k durch 1 — r, oder durch 2, für ß = r, theilbar ist. Man bemerke 
(was für das Folgende von besonderer Wichtigkeit ist), dafs in dieser Form 
[k; t] (/> P\k} /], wenn x<r>lx gesetzt wird, wo t reell und ganz, und nicht 
durch p theilbar ist: denn aus x(j> tx folgt x, <x> tx v und, da / reell angenommen 
wird, fimtp, <V*\ ux^ f px t , also S/t 2 cn *'S/t* und S(jUx,)c/> t 2 S(fix,). 

Ich komme zu der übersichtlichen Darstellung der Berechnung von 
[1 + •;*], [i-r;k] und [2;*]. 

Erstens, für ß = i, /=l + i ist A' = l, ^-f-yi^^., also wenn 
k = a+bi gesetzt wird, y 0 = «±±=l, -|<5(A)*s(£) = 

[i-f«/*] = -i(6 i -f6+a-l)+ii(2«&-j-(*-a+i/-2(Ä-a-f 1)). 
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Nun ist (b — a-f l) 2 — 2{b — a-\- 1) — (o — af— 1, also der Coöfficient von 
ii, = 2ab-\-(b-a) 1 -l=a 7 -\-b t -l =p-i, folgKch 
[1 +,•;*] = - H VJL b + a-i)+Up-l)i. 

Zweitem, für ß = r, / = 1 — r ist i' = + 1, also zunächst S r„ = 0, 
Sv = 0, [l-r;*] = -i€(*)*s(^)+*S^T + ^L. Nimmt man 
*==1 (mod.l — r) an und setzt 

so sind y = ±A die beiden Werthe von v, und = + 1 die entsprechenden 

Werthe von X t . Hiernach ist SA 2 = 2, Sv 2 = 2A 2 , S(yA 1 ) = 2A, -*s(£-) 

. =^=L,^ f |S^t = AV, ^ = ^ = ^(1-0, also [l-r;A] 

= i*(n-f *r)r 1 4-A , r+tA<l-r a ) = *A 2 -f JÄ-j-AV + Ka*-2A)r» = 
*(6 2 — «A-j-4A)-f (A 2 -j-|A-iaA)r = £(6'_aA-f 4A)-i(A 2 -ffA-ia©) 
-|4(A4-|A_t«*)y_3. Nun ist A 2 -f^A = i{(3A-fl) l -l} = i{(a+*) l -l}, 
also ist der Coöfficient von /-3, ^ {( a -f A) 2 - 3aA - 1 } = ^ {a 2 - ab -J- A 2 - 1 } 
= 1 i ff (/>— 1). Der reelle Theil wird 

^(6 2 -faA)-i{(a + 6-l) 2 -3a*}-2a6-fA-f 4A 2 , 
weil (a-f A-1) 2 = 9A 5 ist. Es ist aber (a-f A-l) 2 -3aA=p-2a- 2A + 1 
= j>— 1— 6A, und A 2 -faA = A(a-fA) = 6(3 A-fl), also wird der reelle 
Theil = |A— — l)-fAA — 2aA-f 4A-f 4A 2 . Läfst man die ganze Zahl 
bh— 2ab-\- 4A-f 4A 2 weg, so ändert sich e l7ti[t - r:l] nicht; man darf daher auch 
blofs [1— r;A] = io — 1)+tV(|» — 1)^— 3 setzen. Wenn * nicht 
durch 2 theilbar ist, so ist auch das Glied — i(p— 1) eine ganze Zahl und kann 
ebenfalls weggelassen werden, so dafs blofs [1— r;k] — ^b\~fa(p—\)il—% 
ist. Die vollständigere Formel gilt aber auch für einen geraden Werth von k. 

Wenn endlich dritten» ß = r, 1=2 gesetzt wird und dem l' die drei 
Werthe 1, r, r 1 gegeben werden, so erhalt man SA 2 =0, Sy o =0, Sv=0; also 

ist blofs [2;A]=|Sv 2 r-f iSCvii). Essei A=l (mod.2) und ^=i=^-j- Ar, 
^=^=1, A={A, so erbalt man ferner A t = l,r, r 2 und, diesen Wer- 

then entsprechend, v = A,y-A, —g> also |S»' 2 = /-^A-f A 2 , SiyXJ^ 
h+(g-h)r-gr* = g+h+{2g-h)r, folglich 

[2;A] = K^+A) + i(2/-2^A + 2A 2 -f-2^-A)r. 

39* 
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Nun ist g-f*= 2/+2^ = 2(^+i) 1 -* = ia z -i, -2gh-h 

= -(2g-\-\)h = -\ab, 2A 7 = ±6 J , also 
[2; Ar] = t.*±£=± + u*-ub + V-\)r = *.2±J=* + i(/»-l)r. 
Die drei eben gefundenen Werlbe 

[2;*]= i.£±!=i + i(,-i)r, geben 

^«i|l+M) __ j-(6»+6+^l)^-|n(p-l) j 

e I»iU-r ; ») __ ^^-{«(p-D/j^ ^/PiU _ (_j[)l(a + i-D Ä {/t(P-I)W 

Setzt man wirklich nach und nach die drei so eben betrachteten Werlbe von / 
in die Gleichung (2.), so erhalt man 

(3.) ^ = i*MH^.^, (P -i)j_|^p , . <jl „/,i ; , + ^ wenn ß = i f un( | 

wenn ß = r. Wird dieser Werth von = — ^zrr 0 ) subslituirt, und 

*(*) 

setzt man, um die Formeln vereinigen zu können, q = i 6 *+ 6+ — l , wenn /?=i, 

A = a-j-6i ist, und (» = (—1) 2 r -6 , wenn ß=r, k = a-\-br ist, und 
schreibt endlich in (1.) tx statt x und /x statt x, so erhält man eine Formel 
von folgender Gestalt: 

(ß.) F(kx) P x + •£) = <» ^F{x)P K . F(x + -£) ; 

wo F(x)= <p(tx), c eine rein numerische Constanle, welche durch (3.) und 
(4.) und w ein von / unabhängiger Werth ist, der durch (3.), (4.) und (1.) 
vollständig bestimmt ist, während die den beiden Werthen ß = i und ß = r 
entsprechenden Werlhe der complexen Einheit q so eben hingeschrieben wor- 
den sind. 

Die beiden nachstehenden Formeln, welche als specielle Fälle in dem 
Vorhergehenden enthalten sind, müssen noch, wegen ihrer besondern Wich- 
tigkeit für die Anwendung des folgenden Paragraphen, ausdrücklich hervor- 
gehoben werden. Setzt man in die Formel (1.) für * eine complexe Einheil, 
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welche ich durch e bezeichne, so dafs c= + 1, ±i, wenn /?=», e— +1, ±r, +r* f 
wenn /?=r, so bat x nor den einen Werth Null, die x* sind gar nicht vor- 
handen, und seist man noch x so erhalt man 
* (F.) F(tx) = e-e"'F(ar), 
wo ebenfalls n von / unabhängig ist, nämlich ro = — ni(J(c)-cx 2 , welches 
sich nach den verschiedenen Werlhen von e entweder auf 0 oder auf +^i cjc a 
reducirt. Die letzte Formel, welche wir aufzustellen haben, ist die oben be- 
nutzte, welche mit der Formel (XI.) in §. 4. zusammenfällt und die uneigent- 
liche Periodicität der Function tp ausdrückt. Sie wird, wenn man t gerade 
annimmt, für die Function F; 

(G.) F(x+k) = «" ,, F(*) ; 
wo * irgend eine ganze complexe Zahl vorstellt; m hangt von x und von * 
ab, aber nicht von f. Wenn also x und y irgend zwei Werthe sind, weiche 
sich um eine ganzo complexe Zahl von einander unterscheiden, so ist 

CG'.) F(x) = e*°F(y). 
Die Formeln (£.) und (C.) gelten aber nur in dieser Einfachheit, wenn / 
eine gerade Zahl ist. 

7. 

Arithmetische Anwendungen. 

Diese Anwendungen beruhen, aufser auf den Betrachtungen des vor- 
hergehenden Paragraphen, auf dem folgenden sehr einfachen Lemma. 

„Wenn eine Gleichung von der Form A=Be*'\ in welcher A, B 
„und n> von / unabhängig sind, für alle ganzen reellen Werthe von t Statt 
„findet, welche durch eine gewisse Reihe von ganzen Zahlen theilbar und durch 
„eine gewisse andere Reihe von Zahlen, die zu 2 und zn 3 relative Prim- 
zahlen sind, nicht theilbar sind, so ist nothwendig A — B und wf = 0 oder 
„wenigstens ein Vielfaches von 2ni; und wenn in der zweiten Reihe von 
„Zahlen auch die 3 befindlich ist, so kann doch der Quotient von A durch Ii 
„nur eine dritte Wurzel der Einheit sein." 

Denn da, wegen e»" = ^ = C, «*" von t unabhängig ist, und da die 
Beschränkungen, welchen die Werthe von t unterworfen sind, nicht hindern, 
t gröfser als jede gegebene Gröfse anzunehmen, so mufs zunächst der reelle 
Theil von n> verschwinden, weil sonst «**' gröfser oder kleiner als jede Gröfse, 
z. B. gemacht werden könnte. Die Bedingungen, welchen t unterworfen 
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ist, redaciren sich darauf, dafe t durch eine gegebene ganze Zahl g {heilbar 

und durch eine Reihe von ungeraden Primzahlen p, p', nicht theilbar 

sein soll; die erste Bedingung reducirt die vorgelegte Gleichung auf eine 
andere von ähnlicher Form, in welcher »</>/n> und / alle ganzen Werthe 
haben kann, die weder durch p noch durch p' etc. theilbar sind. Da diese 
Primzahlen nach der Voraussetzung sämmllich ungerade sind, so darf man 
/ = 1 und t = 2 setzen und erhalt *»=C, e** = C, also e** = i ; folg- 

2 H 1 i 

lieh ist n> von der Form —3—, wo n eine ganze Zahl ist. Wenn nun die 3 
in der Reihe der Primzahlen p, p', .... vorkommt, so ist doch immer C einer 

dritten Wurzel der Einheit gleich, nämlich C=eP=e 3 ,A = e 3 B: kommt 
die 3 in jener Reihe nicht vor, so kann man der ganzen Zahl t einen durch 
3 theilbaren Werth geben und erhalt, wenn man z. B. (=3 setzt, C—i* 
= e f " ,:ii — 1, folglich A = B. 

Um die Theorie der Reste der vierten und der sechsten Potenzen in 

eine gemeinschaftliche Betrachtung zu vereinigen, sei & = 4 oder # = 6, je 

I 1 y 3 

nachdem ß = i oder ß = r = — ist; und nach diesen beiden Fällen 

sei e entweder eine vierte oder sechste Wurzel der Einheit, so dafs e*=l 
ist; ferner sei / eine gerade ganze Zahl und 

wo in dem unendlichen Doppelproducte tx statt des sinnlosen Factors 1— 
zu setzen ist. Übrigens werden die in der letzten Hälfte des vorigen Paragra- 
phen eingeführten Bezeichnungen beibehalten. 

Es seien k und / zwei verschiedene complexe Primzahlen, p und q 
ihre Normen, x ein vollständiges, %' ein reducirtes Restensystem (mod. &), X ein 
vollständiges, X' ein reducirtes Reslensystem (mod./); k und / werden so an- 
genommen, dafs p — 1 und q — 1 durch «*> theilbar sind, d.h. für ß — i wird 
die complexe Primzahl 1 -f- * und für ß = r werden die beiden complexen 
Primzahlen 1 — r und 2 ausgeschlossen; man setze p — l=&p\ q — l = #y\ 
Die beiden reducirten Restensysteme x\ X' seien in ihre # assoeiirten Theile 
eingetheill und es sei x' = eo, i' — e r, wo c seine sechs Werthe durchläuft, 
während davon unabhängig a seine p' und r seine q' Werthe erhält; a ist 

daher das allgemeine Glied einer Reihe von p' z^f—- Zahlen, welche nicht 
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blofs untereinander sammtlich incongruent sind mod. k, sondern welche auch 
diese Eigenschaft der Incongruenz beibehalten, wenn man statt jeder irgend 
eine ihrer associirten Zahlen setzt; dasselbe gilt von den q' Zahlen r in Be- 
zug auf mod. /. Die Vielfachen la finden ihre Reste (mod. Ar) unter den 
wenn diese Reste also anch nicht immer unter den a vorkommen, so kommen 
sie sicher stets in einer der # Reihen vor, deren Inbegriff durch ca bezeichnet 
wird, und man kann daher immer 

(1.) la = co, (mod. Ar) 
setzen, wo jedem a ein ganz bestimmtes a t aus der Reihe a nnd eine eben- 
falls ganz bestimmte complexe Einheit e entspricht. Da vermöge der Con- 

gruenz (1.) die beiden Quotienton ~ und ~± sich nur um eine complcxo ganze 

Zahl unterscheiden, so fiat man nach (C) des vorigen Paragraphen F\ln:k) *) 
= e*' ? F(ccT I :*), und ferner nach (F.) F(ea t :k) = Ffa-.k), folglich 

(2.) F{ta;k) = c-e*"- *>,:*). 
Bildet man alle p' Congruenzen von der Form (1.), indem man dem a alle 
seine Wcrthe und a, und c jedesmal die zugehörigen Wcrthe giebt, und mul- 
tiplicirt alle diese Congruenzen, indem man Acht hat, dafs alle a, mit allen <>, 
wenn auch in anderer Ordnung, zusammenfallen, so ergiebt sich: 

tP(a) =a P(c)P(a) (mod.A:), 
und da P(a) nicht durch die Primzahl k theilbar ist, 

(3.) ^ P(t) (mod.A-). 
Ebenso erhält man durch Multiplication aller Gleichungen von der Form (2.), 
wobei ebenfalls zu bemerken, dafs alle o, mit allen o zusammenfallen, 
P a F(la:k) ^ P(c)e»»P 0 F(o:k), also 

(4.) PW-^.|||. 

In jeder dieser Gleichungen hat tv einen andern, aber stets einen von t un- 
abhängigen Werth. Nach (F.), im vorigen Paragraphen, ist nun allgemein 

^l^^'c-'-^'-P^F^^j), wenn (/ ebenso von / abhangt, wie dort ? 

von Ar. Hiernach erhalt man aos (4.), wenn man dem x nach und nach alle 
Werthe von der Form -j- giebt: 

*) Das Divisionszeichen : setze ich zuweilen statt des Bruchstriches, um den Druck 
zu erleichtern. 
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Das Doppelproduct zur Rechten zerfällt in das Product von & Parlialproducten, 
welche sich auf a und r beziehen, wenn man die Werthe von A' in die # 
associirten Gruppen zerfallet, deren allgemeine Glieder entweder durch t, ir, 
— r, —tt, oder durch t, — rr, i* 2 t, — r, rr, — r*r, also durch ct ausge- 
drückt werden. Hiernach wird diejenige complexe Einheit, welcher die Po- 
tenz f (mod.Ar) congruent ist, durch die Formel 

(5.) e-"^c^' P jp o P i F(l+^)} 

bestimmt, in welcher sich die eine Mulliplicalion auf alle a, die zweite auf 
alle t, und die dritte auf alle & Werthe der complexen Einheit e bezieht. 
Man hat bis jetzt keine besondore Benennung zur Bezeichnung derjenigen 
complexen Einheit eingeführt, welcher die Potenz (mod. A) congruent ist; 
Gatifs nennt den Exponenten dieser Einheit den Characler von / in Bezug 
auf den Modul k; ich will hier, der Kürze wegen, jene Einheit selbst, welche 
durch (5.) ausgedrückt ist, den Character von l zu k nennen. 

Wendet man genau dieselben Betrachtungen auf den Modul / an, so 
erhält man den Character von k zu / durch die analoge Formel 

ausgedrückt, welche aus (5.) hervorgeht, wenn man k mit /, also p' mit q, 
p mit q, p' mit y', a mit r vertauscht; die rein numerische Constante c bleibt 
natürlich dieselbe. Man kann diesem Ausdrucke eine etwas verschiedene Form 

geben, in welcher er besser mit (5.) vergleichbar wird. Da nämlich — genau 

dieselben Werthe wie c, nur in anderer Reibenfolge durchläuft, so kann 
man auch 

(6.) + , WPP.P,F(ji-+j) 

schreiben, als den Ausdruck des Characters von k zu /. Es ist nun sehr 
leicht, die beiden Ausdrücke (5.) und (6.) mit einander zu vergleichen. Zu- 
nächst haben beide den Factor gemeinschaftlich; ferner lassen sich die 
allgemeinen Glieder der dreifachen Producte durch die Formel 

*G+V0 = +t). 

welche eine neue Anwendung von (F.) §. 6. ist, auf einander zurückführen ; 
für jeden stehenden Werth von e enthalten die dreifachen Producte p' q' Fac- 
toren. nämlich eben so viele, als es Combinalionen a, r giebt, und da das 



Digitized by Google 



- 313 - 



Prodtict aller & Wertbe von r gleich — 1 ist, indem das Product der vier 
Einheiten ±1, ±i, so wie aoch das Product der sechs Einheiten ±1, +r, 
±r* wirklich —1 betrfigt, so stehen die beiden dreifachen Prodncte in (5.) 
und in (6.) in dem Verhaltnifs wie l:(-ir«V, und die Ausdrücke (5.) 
und (6.) stehen selbst in dem Verhfiltnifs 

(5.):(6.) = (>'":(?* (~iri'e* 1 \ 

Diese Schlüsse beruhen wesentlich auf der Voraussetzung, dafs / zu p 
und zu q relative Primzahl sei, denn darauf beruht die Anwendbarkeit der 
Formel (fi.) §. 6., welche sowohl für den Multiplicator / als für den Mnlti- 
plicator k benutzt wurde; auch mufs, wie schon erinnert wurde, / gerade sein, 
weil nur unter dieser Voraussetzung die Formel (Gr.) gültig ist. Andere Be- 
schränkungen finden aber nicht für die ganze Zahl t Statt. 

Wendet man daher das am Anfange dieses Paragraphen bewiesene 

Lemma an, indem man den Character von / zu k (5.) durch (y) und den 

Gharacter von k zu / (6.) durch (j-) bezeichnet, so erhalt man aus der eben 
gefundenen Gleichung 

(t) : (t) = e'^'c-ir'V", oder = ^(-ir'Cj)**' 1 ' 

1 ' t . . • .' I ' ■ 

nach dem Lemma die folgende: 

CO.) ^(y) = P''(-ir'(j), 

wenn nur weder p noch q durch 3 theilbar sind. Der Fall, wenn eine der 
beiden Normen p, q durch 3 theilbar ist, kann nur Statt finden, wenn es sich 
um complexe Zahlen aus vierten Wurzeln der Einheit handelt; wenn nämlich 
eine der beiden Primzahlen k und / der 3 und also ihre Norm der 9 gleich ist; 
dann brauchen nach dem Lemma nicht nothwendig die beiden Seiten von (Q.) 
in dem Verhfiltnifs 1:1 zu stehen, jedoch müssen sie immer in dem Ver- 
hfiltnifs wie 1 zu einer dritten Wurzel der Einheit stehen. Da jedoch in die- 
sem speciellem Falle rechts und links in (G>.) nur vierte und keine dritten 
Wurzeln der Einheit befindlich sind, weil # = 4 ist, and da eine vierte 
Wurzel der Einheit nie einer dritten Wurzel der Einheit gleich sein kann, 
aufser wenn beide = 1 sind, so gilt auch in diesem Falle die Gleichung (©.). 
Diese Gleichung enthalt die Reciprocitfltsgeselze für die Reste der vierten 
nnd sechsten Potenzen. Durch die Einführung der unbestimmten ganzen Zahl * 
war es möglich, diejenigen Functionen, welche eine eigentliche und eine 

40 
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oneigentliche Periode besitzen, bei dem Beweise ganz so zu benutzen, als 
wären sie doppelt periodische Functionen; immer bildet jedoeb die Grundlage 
des Beweises die Einteilung der Reslensysteme in ihre assocürten Theüe, 
welche wir Gaufs zu verdanken haben. — Es Uelsen sich hier noch mehrere 
Betrachtungen anknöpfen, namentlich Ober das besondere Verhalten der Aus- 
drücke n>; auf welche ich vielleicht bei einer andern Gelegenheit zurückkomme. 

Der Werth von welcher allein von k abhangt, so wie der ent- 
sprechende von (/, welcher genau eben so von / abhängt, in der Formel des Re- 
ciprocitatsgesetzes, ist im vorigen Paragraphen für alle nicht durch 1 -j- i theilbaren 
k bestimmt worden, wenn es sich um complexe Zahlen aus 4ten Wurzeln der 
Einheit bandelt*); für die aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten 
und weder durch 1— r noch durch 2 theilbaren k aber nur in dem Falle, 
wenn k= 1 (mod.2 — 2r) ist**). Da man jedoch für jedes k und jedes /, 
welche zu 2 — 2r relative Primzahlen sind, immer complexe Einheiten e, e' 
finden kann, so dafs cäe=1, r'/ = t (mod.2 — 2r) ist, so gilt die Formel (Q.) 

rar „»a «.$)-GXt)="(t). (SD-CfXr) 

==e Kl > 80 ernfl,t man merau8 aHcn unmittelbar das Reciprocitätsgesetz zwi- 
schen ( j) und , wo A: und / irgend zwei , weder durch 1 — r noch durch 2 

theilbare complexe Primzahlen aus dritten Wurzeln der Einheit sind. Für die 
aus vierten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten Zahlen hat schon Gau/» 
in seiner „Theorie der biquadratiscben Reste" unter je vier assocürten Prim- 
zahlen immer eine solche als primäre characterisirt, dafs zwischen primären 
Primzahlen das Reciprocitätsgesetz in seiner einfachsten Gestalt 

(i)-<-'Kj) 

auftritt. Es mufs nämlich dann p = l, also Ä'-fa-fA — 1==0 (mod. 4) sein; 
und dies geschieht, wenn erstlich b gerode ist, wodurch b*~0 (mod. 4) wird, 
nnd wenn zweitens a -\- b = 1 (mod. 4) ist ; eine andere Annahme ist nicht 
möglich, da a und b weder beide gerade, noch beide ungerade sein dürfen. 
Um denselben Zweck, nämlich die gröfsle Vereinfachung des Reciprocitats- 
gesetzes in der so eben hingeschriebenen Form, auch für die aus dritten Wur- 
zeln der Einheit zusammengesetzten Primzahlen und für die sechsten Potenz- 

•) Nämlich q = ,*•+«+*-•, we nn * = o+Äi ist. 
♦*) Nämlich (. = (-1)^+»-«,-*, wenn **=a+*r. 
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reste zu erreichen , mufs man in jeder Gruppe von sechs assoeiirten complexen 
Primzahlen immer diejenige, stets existirende und nur einmal vorkommende, 
als primäre bezeichnen, welche den folgenden Bedingungen genügt: damit 
a+-br primär sei, mufs erstlich * = 0 (inod. 3) sein und zweitens 
entweder a-f-£=l (mod. 4), wenn a ungerade, b gerade, 
oder b~l (mod. 4), wenn a gerade, h ungerade ist, 

oder a = 3 (mod. 4) , wenn a und b beide ungerade sind. 

Wenn k und / in diesem Sinne primäre Primzahlen sind, so findet das He- 

eiprocitatsgesetz für die sechsten Potenzreste zwischen (j) und (~) in der 
Thal in der vorhin aufgestellten Einfachheit Statt. Ich verweile nicht bei dem 
Raisonnement, welches zu diesem Resultate führt, da dasselbe nicht die min- 
desten Schwierigkeiten hat, sobald man sich vermöge der weiter oben ge- 
machten Bemerkung die verschiedenen Formen vor Augen stellt, welche das 
Reciprocitätsgesetz nach den verschiedenen Resten von k und / (mod. 2 — 2 r) 
darbieten kann. Da nichts hindert, die so eben für primäre Primzahlen auf- 
gestellten Crilerien auch für zusammengesetzte Zahlen gelten zu lassen, so 
entsteht nur noch die Frage, ob das Producl zweier primären Zahlen wie- 
derum eine primäre Zahl hervorbringe; und diese Frage beantwortet sich be- 
jahend, wenn man die kleine damit verbundene Rechnung ausführt und jeden 
der neun Fälle, welche das Product zweier primären Zahlen darbieten kann, 
einer besonderen Prüfung unterwirft. Hiernach kann man sofort das Recipro- 
citätsgesetz auf primäre zusammengesetzte Zahlen ausdehnen, wenn man unter 
(y) (wenn l das Product der Primzahlen /,./,.(,... ist) das Product 

(£>(£)(£>•■• = (4) 

versteht, sei es, dafs es sich um die biquadralischen, sei es, dafs es sich um 
die Reste der sechsten Potenzen handelt. Für die ersteren müssen k und / zu 
1-fi, für die letzteren zu 2 — 2r relative Primzahlen sein; diese letztere Be- 
dingung ist aber schon vorausgesetzt, wenn man k und / primär annimmt. 

D. nun .lenk« M^i + ^^=1^ BLM=1^ Caoi .^ ds0 aub 
(mod. 2) ist, so gilt die Formel 

(t) - 

«) Es sei p a N{k) = tV-H, '/ = JV(') = + so ist pq *= lV(kl) = 

#V7'-K(P'+7')+ 1 > al8 ° JV( *^ ) ~ 1 Ä öftif+p' +4 = ^+4 («od. 

40» 
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wenn k und / irgend zwei primäre Zahlen, p und q deren Normen sind und 
p = &p' + i i q = & 9 '+i ist; und da die nicht primären Zahlen, welche zu 
1-fi resp. 2 — 2r relative Primzahlen sind, aus den primären durch Multi- 
plicalion mit complexen Einheiten hervorgehen, so erhalt man auch das Reci- 
procitätsgeselz für die nicht primären Zahlen aus dem für die primären, ob- 
wohl jenes nicht dieselbe Einfachheit hat, wie dieses. 

Zu einer vollständigen Theorie der Reste der vierten und sechsten 
Potenzen fehlen nur noch die Sätze, welche die Criterien des biquadratischen 
Characters der Zahl und die Criterien des Cbaracters der beiden Zahlen 
1 — r und 2 in Bezug auf sechste Polenzresle enthalten. Diese Sätze gehen 
als eine sehr einfache Folgerung aus dem verallgemeinerten Reciprocitätssatze 

hervor, welcher lehrt, wie man (^) in (^) ausdrücken kann, wenn k und / 

irgend zwei nicht durch 1 -f t resp. nicht durch 1 — r oder 2 (heilbare Zahlen sind. 
Um die drei in Rede stehenden Sätze unter eine gemeinschaftliche Betrachtung 
zu vereinigen , will ich durch i\ irgend eine der drei Zahlen 1 \ i, 1 — r, 2, 
und durch £ eine der beiden Zahlen i-f h 2 — 2r bezeichnen, und zwar in dein 
Sinne, dafs rj = 1 -f i, £= 1 -f 1 > S N wenn alle vorkommenden Zahlen aus vierten 
Wurzeln derEinheit zusammengesetzt sind und #=4 ist, und dafs t]=\ — roder 
r]=2 und £ = 2 — 2r ist, wenn alle vorkommenden Zahlen aus dritten Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzt sind und &=6 ist. Es sei k irgend eine complexe 
Zahl, weiche zu £ relative Primzahl ist, welche also einer complexen Einheit con- 
gruenl ist (mod. f ) : dann kann man in allen Fällen eine complexe Einheit e fin- 

den, von der Art, dafs k^-e durch r\ Iheilbar. aber der Quotient —— zu £ relative 



Primzahl ist. Es sei k\ e = />?, X(k)=p, so ist Ar == — c (mod. /), 



also (i) = (-^) = (_er und l n = e (mod. k) , also (1)(|) = (^)= e". 



Da nun / zu £ relative Primzahl ist, so kann man nach dem verallgemeinerten 



complexe Einheit ist, deren Exponent auf sehr einfache Weise von den Elemen- 





funden ist, so hat man (^) = 6 (_e)'' und c .(-e)'''(j)=: e", durch welche 
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Formel (j) vollständig durch die Elemente von k bestimmt ist. Es hat keine 

Schwierigkeit, wenn man die verschiedenen Falle von einander trennt und 
die kleinen Rechnungen ausführt, welche sie darbieten , um die aus dieser Be- 
trachtung hervorgehenden Theoreme, als Ergänzungen des Reciprocitätssatzes, 
vollständig aufzustellen; was ich dem Leser Aderlässen darf. Übrigens kann 
man noch den quadratischen Character der Zahl 1 — r und den cnbischen 
Character der Zahl 2 ans den im Anfange dieses Paragraphen angewandten 
Principien ableiten. 



Auf diese Weise hätten wir demnach, als ein Corollar zu der Theorie 
der in dieser Abhandlung betrachteten unendlichen Doppelproducte, eine aus- 
fuhrliche Theorie der Reste der vierten und sechsten Potenzen aufgestellt: 
eine Theorie, die bis auf einige leichte, rein mechanische Operationen, welche 
noch auszufahren wären, aber keine principielle Schwierigkeit darbieten, der 
Vollständigkeit nach nichts zu wünschen übrig läfst Es kann keinem aufmerk- 
samen Leser entgehen, dafs die Theorie der quadratischen Reste für reelle 
Zahlen genau in derselben Weise, nur mit einem weit geringeren Aufwände 
von Betrachtungen aus der Theorie der einfachen Producte von der Form 

abgeleitet werden kann ; und da diese Darstellungsweise, welche sehr inslructiv 
ist und auf das Vorhergehende ein neues Licht wirft, nur wenig Raum ein- 
nimmt, so will ich sie der Vollständigkeit wegen hierher setzen. 

Das eben hingeschriebene Doppelprodnct werde als Grenze (für n= oo) 
desjenigen betrachtet, in welchem sich m von — n bis -f» erstreckt und 
durch f(.x,y) bezeichnet. Da bei der Substitution weßm-f 1 ein Factor im 
Unendlichen hinzugesetzt, ein anderer weggelassen wird, und diese beiden Fac- 
toren =1 sind, so ist f{x t y-\-\)*= f(x,y), und allgemein für jede ganze 
Zahl h ist hiernach 

Da ferner, wenn k irgend eine ganze Zahl ist und x ein vollständiges Resten- 
system mod. k repräsentirt, bei der Substitution m <nkm -f * die hinzutretenden, 
so wie die weggelassenen Factoren im Unendlichen sämmtlich = 1 werden, und 
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da ans dieser Substitution xtr>^, ^'S 1 ' 90 * st 

(2.) n*,r) = sy(f , zp)-, 

endlich ist offenbar 

(3.) f(*,y) = n-x,-y), 
wie sich zeigt, wenn man m cd — m setzt. Das allgemeine Glied des unend- 
lichen Products Ififet sich, wenn m von 0 verschieden ist, so schreiben: 

^±Zp£ = (t_£=2) : (i_z2), 

und für wi = 0 so: (ar— y):(— y). Seilt man daher // (t— — ), wo x 
statt des sinnlosen Factors 1— J geschrieben wird, = y(x), so erhält man 

1 } n >n <P(-r) vir) 
Nach der Definition von <p(x) ist 

(5.) <jp(x) = [~yA*»y)]r— 
Stellt man die Jf (Ar) Zahlen x aus der Null und Af(A-)— 1 andern Zahlen *' 
zusammen, so erhalt man hiernach aus (2.)» wenn man diese Gleichung auf 

beiden Seiten mit — y=Ar-^j^ multiplicirt und y = 0 setzt, 
(6.) »,(x) = kP 9 (?p):Py(£). 

Aus (I. 4.) folgt ±*> = tfc^}, und M «. ,_«»,. so 

wird hiernach qp(x-j-A) = Cy(x), wo C von x unabhängig ist Aus (3.) 
folgt, wenn man auf beiden Seiten mit — y multiplicirt und dann y~0 setzt, 
wobei (5.) in Anwendung kommt, 

(7.) tp(—x) = 

und setzt man demnach in y(x-j-l) = Cy(x), x = — so ergiebt sich 
= C<jP(-i) = -Cy>(|), C=-l, folglich 9»(*+D-=-*(*)i und 



(8.) = (-l)V(x). 

Aus (6.) erbllt man für den speciellen Fall * = 2, 

(9.) <H*) = MfM^ 1 )^'- 
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Der Gleichung (6.) kann man eine bequemere Form geben, wenn man x<r>kx 
setzt, und die Constante Ar:Py(£) durch c bezeichnet, nämlich 

(6.) ?(**) = eP 9 (x+£)i 

für A = 2 wird demnach (9.) 

( jP (2x) = 2<p(x)<p(x + t):<p(ü. 
Um die Constante <? zu bestimmen, verfahre man wie folgt. Man mache in 
(6.) nach und nach die drei Substitutionen x<r>x, x<nx-\-± und xc«2ar; 
dies giebt 

y (2*ar) = <?Py(2x-}-£). 

Multipltcirt man die erste dieser drei Gleichungen mit der zweiten und bemerkt 
dabei, dafs nach (9.) 

*(*+i>(*+! + 0 = **(«<p(2» + t) 
ist, so erhält man 

Es sei Ar ungerade und positiv; dann ist 

M(k) = Ar, = (-l)~V(**-fi) 

nach (8.), wahrend 

<p(kx)(p(kx-\-l) = ±y(l)y(2*a?) 
ist, nach (9.); hiernach erhalt man 

2>-\-i)%(2kx) = c J <P (i)*- 1 l'9(2 a r + ^). 

Da Ar ungerade ist, so hindert nichts, alle gerade anzunehmen; dadurch er- 
langt man den Vortheil, dafs die Zahlen 2x nicht blofs dieselben Reste wie 
die x (mod.Ar) lassen, sondern dafs auch die Vielfachen von k, um welche 
sich die Zahlen 2x von den Zahlen x unterscheiden, sammtlich gerade sind und 

dafs daher nach (8.) das Product Ptp(2x-\-^) dem Producte Py(2#-f--£) 

geradezu gleich wird, während es sonst und im Allgemeinen nur = ±P<p(2x-\- -£) 
sein würde. Hiernach ist also, wenn alle x' gerade sind, 

2 | - 1 (-1)" 1 >(2**) = SyM^Py^x+j); 
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und vergleicht man diese Formel mit der obigen <p(2kx) = cP<p(2x-{- j), 
welche aus (6.) durch die Substitution x (/>2x entsprang, so erhält man 

und demnach, wenn man diesen Werth von c in (6.) subslituirt: 
(10.) y(**) = 

wo & positiv und ungerade ist und die Reste x sammllich als gerade Zahlen 
angenommen werden. Diejenigen Formeln, welche für den nachfolgenden Ge- 
brauch dienen, sind (7., 8. und 10.); nämlich, wenn man sie zusammenstellt: 

(I.) <p(x+2h) = «X»), 

(Ii.) yC(-i) Ä *) = <-i)V*)i 

wenn h irgend eine reelle ganze Zahl ist, und 

(III.) <p(kx) = +*P m9 (*+!L), = «»-'i^y 

wenn k positiv und ungerade ist, während alle x, welche ein vollständiges 
Restensystem mod. k bilden, gerade sind, und wo a eine rein numerische Con- 

stonte vorstellt, nämlich a = 



Nun seien k und l irgend zwei positive ungerade Primzahlen, a sei 
das allgemeine Glied eines halben Restensystems mod. k t so dafs die Zahlen a 
mit den Zahlen — a und der Null zusammengenommen ein vollständiges Re- 
stensystem (mod. Ar) bilden; r sei das allgemeine Glied eines halben Resten- 
systems mod. /; alle a und alle x werden gerade angenommen. Für jedes a 
befindet sich der Rest von la (mod. Ar) entweder unter den a, oder unter den 
— a; es sei daher /o = (— i) A a 4 (mod. Ar) wo alle o, alle o erschöpfen. Da 

Ig [ ifl o 

vermöge dieser Congruenz die Differenz -r — — j- — einer ganzen Zahl, und 
zwar einer geraden ganzen Zahl gleich ist, weil alle a gerade angenommen 
worden sind, so hat man nach (I.) = g| ), welches nach (II.) 

= (— 1 isl - Hieraus folgt, durch Mulüpücation über aUe a, 

*.»©=c-tm(V). c-o s *=^©^KI)= p IKx) : Kr)l- 

Wenn man nun die Formel (III.) auf den Multiplicator / anwendet und x = 
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setzt, so ist 

* 

also 

Aus der Congruenz /a eez: (— l) A <r, folgt andrerseits 

/ ' P(a)^(-l)^P(0)(mod.Ar), /' == (-l) s \ also (-1)** =(■-); 
folglich ist, wenn man P.P,y(j + j) = A" , P 0 P, y .(« _ = tf 2 setzt. 

und wenn man hierin Ar mit / verlauscht, so ist in derselben Weise 

(*) = aV-»-'>L,L„ wo L I = PP 9 (1 + ^), Z,, = PP?(l-£). 

Da nun offenbar A^L,, und wenn mon auf jeden der t(k—l)±{i—l) Factoren 
vonZ/ 2 die Formel tp(—x) = -<f(x) anwendet, A 2 = (-1 )»<*-'> ist, 

so erhält man endlich (*)= (— Dies ist das Legendresäxe 

Reciprocilätsgeselz, welches zuerst von Gauß bewiesen worden ist. Verall- 
gemeinert man dasselbe, so dafs es für je zwei positive ungerade Zahlen k und / 
ohne gemeinschaftlichen Theiler gilt, so kann man hieraus auch unmittelbar den 

Werth von {j-j bestimmen. Wenn /r = l (mod.4) ist, so setze man k-\-i = 2l, 

und wenn &= — 1 (mod.4) ist, setze man k— 1=2/ und in beiden Fällen 
fc-\-t = 2i, wo e = ( — bei dieser Annahme ist / stets positiv ungerade 
und zu k relative Primzahl. Aus der vorgelegten Gleichung folgt 2/=* (mod. Ar), 
k = — f (mod./), also 

(t) = (t)(t) = (t)^ (t) = = <-)'"-"• 

Verbindet man mit diesen beiden Formeln die dritte (j) = (— 1) 1 1 (y), so 
erhält man (j) = (— l^^V^-C- f)«'-*. Wenn demnach A = 1 (mod. 4), 

e = l, so ist (|) = (-l)» (, - 1) = (-l) l<< - ,) , und wenn k = -1 (mod.4), 
o • >1 ~: ? 

f = -1, SO ist (-l)H^(_l)H*->) ^ (_1) « =(_1)«^«). 

41 
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8. 

Bemerkungen und Zusetze zu dieser Abhandlung. 

Es schien mir nicht unpassend, zur Erläuterung und theilweisen Er- 
gänzung dieser Arbeit die nachstehenden Bemerkungen hinzuzufügen. 

I. Zu §. 1. und S. 2. Es hätte dort ausdrücklich bemerkt werden 
müssen, dafs es nicht hinreicht, die Convergenz der Reihe (1.) in §. 1., von 
ihrem dritten Gliede an, in dem Sinne nachzuweisen, dafs dieselbe als eine 

einfache Reihe mit den Coefficienten ^^'^r-, l- 2 "^» ■•• aofeefafst wird, 

sondern es mufs dargethan werden, dafs dieselbe, als Tripelreihe betrachtet, 
unabhängig von der Anordnung der Glieder convergirt. Dies Letzlere ist aber 
in der That in §. 2. geschehen, indem dort nicht allein statt der Coefficienten 
seihst, welche Doppelreihen sind, sondern vielmehr statt aller einzelnen Glieder 
in diesen Doppelreihen deren analytische Moduln gesetzt worden sind. Diese 
Bemerkung ändert also nichts an den dortigen Schlufsfolgen, sondern soll nur 
zum besseren Yerständnifs derselben beitragen. 

II. Zu $. 3. Es sei 

.... rt n tfji •••• 

eine Reihe, welche zwar convergirt, aber nicht unabhängig von der Anordnung 
der Glieder, und deren Summe als Grenze der folgenden SS a„ für k = co be- 

» = — k 

trachtet wird. Setzt man nern-ft, so erlangt die Summe -2" a„, welche in 

«= ~k 

nzsk n = l| 1 

i- a„ +l — -5" «„ übergeht, den Zuwachs — a_ k ). Wenn nun u t 

n = -k »ar-l + I 

und a_ k für k — oo beide gegen Null convergiren, so ist dieser Zuwachs = 0 
und die Reihe bleibt durch die Substitution n<j>n-\-l, also auch durch die 
Substitution n er n -j- v, wo v irgend eine constante ganze Zahl ist, unverändert. 
Diese Annahme ist jedoch zur Convergenz der Reihe keinesweges nothwendig, 
sondern es ist nur nothwendig, dafs a l -\ a_ k gegen Null convergirt; es kann 
sich also treffen, dafs a k gegen eine von Null verschiedene Constante c, und 
a_i dann gegen die entgegengesetzte Constante — c convergirt; in diesem 
Falle erlangt die Reihe den Zuwachs (ai+i — «_*)»= x =c — ( — c)=2c, wenn 
ncrn-f-1 gesetzt wird, und hieraus folgt leicht, dafs sie für die Substitution 
nern-f-v den Zuwachs 2vc erlangt; nämlich es ist 

V2a„ = 2vc = 2va +x = — 2 va_ x , wenn n <x> n-\-r. 
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Es sei a n von der Form 

f{x-\-ßn) und "£* f(x + ßn) = Lim "s ftx + ßn) = A{x)\ 

dann ist x x-\-vß, wenn nc/)«-f also A(x-\- vß) — A{x)^ und^nach 
/? eigentlich periodisch, wenn f(x±kß) für A; = oo gegen Null convergirt, da- 
gegen \slA(x-\-vß)=A(x)-\-2vc y also^f blofs uneigentlich periodisch, wenn 
f{x-\-kß) gegen -fc, f(x — kß) gegen — c convergirt. In §. 3. kommt der 

m = c 

Fall vor, wenn a n selbst eine einfache Summe nach m, ö„= JE 1 (p(m,n) 

m = — x 

und y(+oo,n) = 0 ist, für jeden Werth von n; es bleibt also «„ durch 
die Substitution mcßm-f unverändert, folglich bleibt auch die Doppelsumme 

n=K<m=x , 

2 X (p(tn, n)\ durch diese Substitution unverändert; und wenn d. h. 

nst—x m=-x / 

B1S=« 

<p(m, ±k), für k = 00 gegen +c convergirt, so erlangt die Doppelsumme 
durch die Substitution m c/5 m-j- tt, n cd n-{ v den Zuwachs 2rc. 

III. Zu 5. und §. 6. Setzt man in der identischen Gleichung 

p =i , -fir n ar — u> a , -f f = ir, — w 7 — w, so erhält man durch 

Summation über alle Werthe von w l und «0,, mit Ausschlufs von tri = u,' 2 , 
links (2, x) 2 — (4, x) , ganz eben wie in §. 4. für die Kreisfunctionen ; rechts 
giebt die Summation nach «?, , wenn man 103 = 1/?! — u? setzt, was nach der 
Schlufsbemerkung in §. 5. erlaubt ist, 

;Jy((2 f *) + (2,*-»)) + ^((i,*)-(f,x-i»)) ; 
was sich wegen der Periodicität auf ^(2, x)-f 4 g W< , ~ir reducirt und, nach 
w summirt, 2(2*,0)(2,x)-^.^|^ giebt, so dafs man 

(1.) = (2,^-2(2*,0)(2,x)+^'.^l 

erhält: eine Formel, welche mit (1.) in §. 4. für Kreisfunctionen bis auf die 
hinzutretende Constante übereinstimmt. Setzt man in («.) 

p = x-\-w t , y = — p\q = x-\-w x — w 2 = x-\-w 
und schliefst die Combinationen ic, = tt>, d. h. u>, = 0 ans, so erhalt 

41* 
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durch ein ähnliches Verfahren und analog der Gleichung (2.) in §. 4. 
(2.) 3(4,x)-f^i.^ = (2,*)'-j-2(l,*)(3,*). 

Die identische Gleichung 

_i 1_ 1 / 1 J_\ , _l /i_ i_\ 

10 P s 'l l p'q* ~ {p+vAp* W v + V 1 W 
liefert durch dieselhen Suhslitutionen und durch den Procefs der doppelten 
Erzeugung nur die eine Gleichung 

(3.) (5,*) = (3,*){<2,*)-(2*,0)}, 
welche auch durch Differentiation nach x aus (1 .) hervorgeht. Diese Gleichun- 
gen kann man mit denen in §. 5. verbinden, um die Elimination, welche 
zu der Differentialgleichung erster Ordnung für (2 , x) fährt , mit gröfserer 
Leichtigkeit auszuführen. Die Gleichung (2.) dient namentlich, um den Diffe- 
rentialquotienlen nach ß der elliptischen Function lter Gattung und die ellip- 
tische Function 2ter Gattung in einander auszudrücken. 

Setzt man in («.) und (6.) p er p~\-w t ^ qu^q^Wj und führt, indem 
man über alle Werlhe von tc l und »r a summirt, w j X *"i rechts als neuen Index 
ein (das Wort Index in einer allgemeineren Bedeutung genommen), so erhält man 

(4.) (2,j0(2,f) 

= (3^+f){(2,rt + (2,^} + 2(3,^i f ){(l, / »H(l,^}-^•■^ 1 ^ , , 

(5.) (3,^)(2,y)-(2,^)(3, V ) 
= (2, p -f y) {(3, p) + (3, q)} X (3,^ X q) {(2,/,) X (2, q)). 
Man erhält (5.) auch aus (4.) durch Differentiation nach und indem 
man p\q als constant betrachtet. Durch eine nochmalige Differentiation er- 
hält man aus (5.), indem man wieder als constant betrachtet, 

(60 3(4, j»)(2, f ) - 4 (3, J>) (3, y) X 3(2, />)(4, q) 
= 3 (2, X y) [(4, + (4, y)} X 2 (3, , X 9 ) {(3, ,) X (3, 

Die Formeln (5. und 6.), welche unverändert auch für Kreisfunclionen gelten, 
sind zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung von (2,p-\-q) und (3,j»-j-y) 
und geben die letzteren rational in(2,/>}, (3,/»), (4,/>) und (2, q), (3, y), (4, 
ausgedrückt, also auch nach (1.) rational in (2,/»), (3, j») und (2, y), (3, y). Die 
(4.) in Verbindung mit (2.) giebt das Addilionslheorem für die zweite Gattung. 
Nämlich nach (2.) ist, wenn man der Kürze wegen /iXy = r setzt, 

-~' BJ W- ^ ^^r)-;2,rr-2:i,r)(3,r), 
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aus (4.") wird daher 

(2,jQ(2,y) 
(t,p)4- (l,y)-(l,r) 

d.h. (l,^)-f (1, y) — (1? /»-f y) ' st gleich einem Ausdruck, welcher nur au? 
elliptischen Functionen erster Gattung zusammengesetzt ist. 

Die Befugnifs zu dem Verfahren, durch welches die hier gewonnenen 
Gleichungen gefunden worden sind, beruht auf ganz andern Gründen, als bei 
den in §. iL abgeleiteten Relationen ; nämlich nicht wie dort auf der Unabhän- 
gigkeit der Summen von der Anordnung ihrer Glieder, welche hier nicht Statt 
findet, sondern nur auf der Bemerkung am Schlüsse von §. 5. Streng ge- 
nommen mufs man daher eigentlich erst sämmtliche Summationen nach den 
verschiedenen m in den verschiedenen w= am-\- /?«, und dann erst alle Sum- 
mationen nach den verschiedenen a ausfahren ; aber der Algorithmus des Ver- 
fahrens bleibt derselbe wie in §. iL 

1 »1 

Da in der Differenz — ; : — , wenn man sie nach fallenden Ho- 

jc-\-w y-fto 

tenzen von w entwickelt, der Term — nicht vorkommt, so darf man in der Formel 

u? 

r_j *_y_J L.) 

Vr-f-fc, y-\- tc,' Vr-f w, 

= 1 | L_._J__ 1 I 1 

x L___ j Ji i_i 4 L. j_i L_j 

bei der Summalion nach ir, und w t die Differenz w t — w 7 — w als neuen 
Index einführen, und man erhalt durch den Procefs der doppelten Erzeugung, 
wenn man noch bemerkt, dafs für den Fall w 1 = w 5 statt des ersten Theils 
rechts in der Formel 

(*+»,)• T (r+ »il! 
gesetzt werden mufs, das folgende Resultat. Die linke Seite giebl unmittelbar 

{(l,x) — (l 9 yOr; setzt man auf der rechten w 2 — w t — w, so ergiebt sich 

— ~ 1 

durch Summation nach m?,, — {— (ljx) -f (1, x — tc) — (l,y) -\ -(j,.r— 
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tc; = (l,x; — jj, w; = (l,y) — e^ 19t > so reducirf 

sich d.cser Ausdruck auf X __ -(l, r )-f — 

+ Im ersten Term ist der Werth w = 0 

auszuschliefeen , und die Summation nach w giebt 

hierzu tritt noch (2, x)-j-(2, y), und man erhält demnach schliesslich : 

{(i,*)-(i,r)r=2(i,*- r ){(i,*)-(^^ 

und wenn man noch x~p, y——q, —y — q f pJ r q = x — y = r setzt: 

& 2(i,r)|(i^)+(i, f )}+(a,ir)+ca, f )+^.i^ü. 

Die Analogie dieser Formel mit dem Addllionstheorem für die Cotangente (§. 4.) 
ist nicht zu verkennen. Setzt man in ihr q unendlich klein und entwickelt nach 
steigenden Potenzen von q, so erhält man eine Reihe von Gleichungen. Die 
erste derselben, welche nicht identisch wird, ist die folgende (es wird noch 
p x x gesetzt) : 

( 8.) (a^j-l^i.^w = d^+s^.o).). 

die zweite ist 

(8'.) (3,*)+^--^- = (l,x)(2,x); 



selzt, die Gleichung (8.) auch so schreiben: ^ T^T % + 3 ( 2 *> °)r = °i dicser 

partiellen Differentialgleichung genügt also das unendliche Doppelproduct <jp(x), während 
das entsprechende einfache unendliche Product in der Theorie der Kreisfunctionen , wei- 



ches den Sinus darstellt, der Gleichung + 3 (2*,0)v = 0 genügt Selzt man cy=z, 

wo c, als Function von ß, durch iiüü.^Mi - 3(2*,0) bestimmt wird, so kommt 
d*i , 48ni dz A 
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die dritte ist wiederum die Gleichung (2.), welche oben auf anderem Wege 
gefunden wurde, u. s. w. Man sieht, dafs diese Gleichungen sich von den in 
§. 4. für die Cotangente abgeleiteten einfachsten Differentialgleichungen nnr durch 
den links hinzutretenden Term — 4 * ffl . dIogy(.i) resp 2dm d(\,x) m[er _ 

a off r a dp 

scheiden. Wenn man in der Gleichung (7.) entweder (2,/>) und (2, y), oder 

— ° g J* r) durch (8.) ausdrückt, so erhält man zwei neue Formen der Glei- 
chung (7.), nämlich: 

(U) (l,,>)(l,y)-3(2«,0) 
= (l,r){(1,^i(l,y)} + ^^{logy(^)-i logy(7)+Iogy(r)}, 

(10.) {(l,/>)+(l,y)-(l,r)}' = (2,ji) + (2,f) + (2,r)-3(3*,0). 

Die Gleichung (10.) ist vielleicht eine der elegantesten Darstellungen des Addi- 
Uonstheorems für die zweite Gattung. Differenliirt man die Gleichung (10.), indem 
man p und y als variabel, r als conslant ansieht, so erhält man, wenn man die 
Seile rechts durch T bezeichnet, - (2, p) + (2, y) = ^ { - (3, p) + (3, y)} , also 

(11.) (2, P )+(2,y)f (2,r)-3(2*,0) = j ^glj^ff , 

als eine der einfachsten Formen des Additionstheorems für die erste Gattung. 
Die Vergleichung von (11.) mit (10.) giebt 

(.2.) (!,,)+(!, f )-(l,r) -gg=j|$ *)• 

als eine neue Form des Additionstheorems für die zweite Gattung, deren charac- 
teristische Eigenschaft darin besteht, dafs rechts keine Function von r=p-\-q f 
sondern nur Functionen von p und y vorkommen. Die Gleichung (12.) schreibe 
man in den beiden Formen 

03.) (i,,+?H(i,,-f) - (!,»,)+ 

(U.) * (l,y±f) - (l,y)±(l,f)- gfflf&fr 

Durch Addition der beiden Gleichungen (14.) erhält man noch 

(15.) (l^iy)+(l,^-7) = 2(l,j>)+ d,log((2,p)-(2,y)), 



*) Vor die Seite rechts müfsle eigentlich + gesetzt werden , aber man findet durch 
Wicklung nach steigenden Potenzen von y, dafs das obere Zeichen das richtige ist. 
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weil — 2 (3, p) = c p (2, p) isl. Giebt man 7 einen solchen Werth, dafs (3, 7) = 0. 

so erhält man aus (12.) rechts — ±d r log {(2,j>) — (2, 7)}, also 

d P log </>(/> + 7) — öplogtp(p) — (1,7) = ic>plog{(2,p) — (2,y)}, 
logy(/i-f 7) — log </>(/>) — ^log{(2,/i) — (2, 7)}-f (l,7)^-|-Const., 

l£i±2>! = C..*».«>*{(2,,)-(2, f )}. 

Setzt man hier /» unendlich klein, und entwickelt nach steigenden Polenzen 
von p, so giebt der erste Tcrm der Entwicklung C=q(q) 2 . Die Function y 
hat immer dieselbe Bedeutung, wie in der letzten Hälfte von §.4., und q ist 

z. B. — j oder = ~ oder = -^p^- 

Nach der Transformationsformel (J.) des §. 6. ist, mit Beibehaltung der 
dortigen Bezeichnungen, 

(16.) S(l,y + aa-{-T/J/ = (1, y)\ a -by, 
(17.) S(i,y-o a -rß/ ^ { \,y)-a-b Y . 

Die Anzahl der Summanden links ist ±t = M{e). Addirt man (16.) und (17.) 
Glied um Glied und benutzt (13.), indem man links p = y, q — oa-^zfi, 
rechts p = y, 7 = 0 (oder besser q unendlich klein) setzt, so ergiebt sich 

(18.) ^).(l,2 /; TS l2j+ffo + r;) ,_ (2)y _ ffo _^ 

Benutzt man hingegen (15.) bei der Addition von (16.) und (17.), aber blofs 
links, so erhölt man 

(19.) 2M(0(l,/)'r^logi , {(2,^'-(2,a«4-r/Vj = 2 K Uy)-2b Y> 

wo b = d-^~- isl und das Mulliplicationszeichen P sich auf die Af(0 —1 Com- 

hinationen a, x mit Ausschlufs von 0, 0 bezieht. Dies sind die Transformotions- 
formeln für die zweite Galtung, in einer Form, welche der zuerst von Jucobi 
aufgestellten sehr Ähnlich ist. Durch Differentiation nach y erhfilt man die Trans- 
formationsformeln für die erste Gattung. 

Die Darstellung der Transformalionsformeln in Form von Froduclen 
kann man mit Zuziehung von (J.) §. 6. sehr leicht aus der folgenden allge- 
meinen Relation ableiten, welche sich ebenfalls durch den Procefs der doppel- 
ten Erzeugung ergiebt. Wenn x„ irgend verschiedene Gröfsen 
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sind, so giebt das Producl| ^^.^-^^^-J-^ .... durch Zerffillung 

8 SB 

in Partialbrüche eine Summe von der Form S M - — j — — + S — ; — , wo die ver- 

* (.r-f-*)* 1 x-j-x ' 

schiedenen 21 und $3 nur von den Differenzen zwischen den verschiedenen x 
abhangen. Wenn man daher x l </) #, -\- m>, , * t </5 -\- u> 2 , etc. allgemein x </> x -\- w 
setzt und die Differenzen zwischen den verschiedenen w als neue Indices ein- 
führt, so erhalt man durch Anwendung der oft benutzten Methode: 

(20.) P„(a,*-f«) = SM(2,* + *)} + S{B(l,* + *)} + C/ 

wo die verschiedenen J, die verschiedenen B, so wie C von j unabhängig 
sind, nur von den Differenzen zwischen den verschiedenen x abhangen und 
übrigens leicht vollständig durch elliptische Functionen ausgedrückt werden 
können, wenn man die besondere Form der Co&fficienten 31 und $3 berück- 
sichtigt. Diese Relation (20.), durch welche ein Product von beliebig vielen 
elliptischen Functionen linear durch die elliptischen Functionen (erster und zweiter 
Galtung) der einzelnen Elemente ausgedrückt wird, erfordert, dafs nicht allein 
alle x verschieden sind, sondern auch, dafs keine ihrer Differenzen auf die 
Form rna-\-nß gebracht werden kann, wo tn und n ganze Zahlen sind. Die 
Transformationsformeln in Form von Producten gehen hieraus hervor, wenn 
man in (20.) statt der ursprünglichen elliptischen Functionen die transformir- 
ten mit den Moduln a', ß' setzt, statt der verschiedenen x die M(c) Aus- 
drücke aa-\-rß wühlt, und berücksichtigt, dafs in diesem Falle alle A einander 
gleich werden und alle B verschwinden, endlich aber die Gleichung (J.) §. 6. 
für g = 2 anwendet. 

Die nachstehenden Folgerungen aus dem Vorhergebenden sind noch von 
besonderer Wichtigkeit. Die obige Additionsformel für die zweit« Gattung 

<i,*4r) -(*,«>+(«. r)- g£:gff 

läfst sich so schreiben: 

B x log 

= B Jog</> (*) + (1, y ) + i d x log |(2, x) - (2, y)| + ft g ^ y) , 
woraus durch Integralion nach x 

\og(p(x + y) 

= logy(x) + (l, r)x + ilog |(2, *)-(2,y)| + (3, y) /^ JZ (2 , y) + ^nsl 
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hervorgebt. Die Constante bestimmt man durch Entwicklung aller Termen nach 
Potenzen von x. Man erhfilt 

log<p(x-\-y) = logr/i(y)-f ©te-> logy(x) = \ogx-\- etc., 
<2,*)-(2,y) = -L-f-{(2*,0)-(2,y)} + etc. = ^{1 + etc.}, 
*log{(2,*)-(2,y)} = -logx+ctc, 

und das Integral fängt gleich mit an. Das einzige constanle Glied, welches 

in diesen Entwicklungen vorkommt, ist links logy(y); also ist Const. = Iogy(y), 
Folglich hat man 

< 21 > lo «Sh (^r)-+|i.g((2,-)-(2,r)l+(3,r)/^ T ^ . 

wodurch, wie bei Jacobi, die drille Gattung durch die Function y ausgedrückt 
ist; (2,y) ist hier der Parameter. Ein specieller Fall hiervon ist der schon 
oben betrachtete, wenn man y einen solchen Werth giebt, dafs (3, y) = 0 
wird. Es sei (3, y)=0 und y = g, dann erhält man 

(22) ^s^-^*'«*-)-»*»- 

Durch diese Formel wird der Zusammenhang zwischen den Doppelreihen und 
den Quotienten aus den Doppelproducten nachgewiesen. Die Formel (15.) für 
das Additionstheorem läfst sich so schreiben: 

e>»log9(*+y) + «Uogy(a?-y) = 2c x log <p(x)-\- 6 x log \{2,x)- (2, y)}, 
und sie giebt, exponentiell integrirt, 

<p(* + y)<K*-y) = C t (.)' {(2, *) - (2, >•)). 
Da y(ar±y), entwickelt, mit y(±y), <f>(xf mit x% (2,.r)— (2,y) mit an- 
fangen, so wird <p(y)(p(—y) = C, oder C= — y(y) 2 , und folglich hat man 
die Formel 

(*>•> - Ä-)-Är). 

Schreibt man in dieser letztern die Seite rechts so: 

{(2,*)-(2,y)}H(2,>0-(2,y)} 
und vergleicht sie mit der vorhin abgeleiteten Formel, so findet sich 

(24.) 9>(f) a y0r + y)y(*— y) 
= y (x) 2 <p (y + f )} 2 - v ( y) 2 y (x e)} 2 ? 

wo 7 der Gleichung (3,y) = 0 genügt; u. s. w. 
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In Bezog auf die Transformationsformel für die zweite Gattung bemerke 
man, dafs sie für einen ungeraden Werth von *, wegen (2, — aa—rß) = 
(2, aa-j-T/9), auch so geschrieben werden kann: 

Jf(«)(l,y)' = (l,y)-^-c5,logP,{(2,y)'-(2,ffa4-T/9)'}, 

wo in P, nur | { Jf (f) — 1} Combinationen ff, r vorkommen, indem von je zweien, 
wie <7, t; — a, — t, eine ausgeschlossen wird. Durch exponenlieile Integra- 
tion dieser Gleichung erhält man 

Da ff'(y), entwickelt, mit y anfängt, so fängt die itf(f)te Potenz davon mit 
y*' 1 an, 4 b ** fängt mit 1, (2, y)' — (2, oa + rß)' mit \, folglich das Product 

in der Formel mit ^ W(c> _, , und daher die ganze linke Seite der Formel mit 

y an, und da die Entwicklung der Seite C(p(y) rechts mit Cy anfängt, so 
ist nothwendig C=l und demnach 

(25.) P^yy-froa + rß)'} = ^-J^ % 

wo immer 6==-— ~ ist. Die MuUiplication P, umfafst nur \ {M(t)— 1} Com- 
binationen o, t, und diese Formel gilt nur für einen ungeraden Werth von e. 
Im Allgemeinen hat man aber für jeden Werth (auch wenn e gerade) von e : 

(26.) P|(2, jr)'-(2, c« + ,ß)'\ = 

wo das Product itf(c) — 1 Combinationen a, r umfafst. Diese wichtigen Fun- 
damentalformeln sind, wenn auch in etwas anderer, aber nicht wesentlich 
verschiedener Form, schon von Jacobi aufgestellt worden (Crelle's Journal 
Band 4.). 

Setzt man 

P\(2,yy-(2,oa+Tßy\ = V und P, [(2, y)'- (2, aa + rß)'\ = W, 
so ist 

für einen beliebigen Werth von t, und 

für einen ungeraden Werth von e. Differentiirt man diese Gleichungen nach y, 

42* 
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so ergiebt sieb 

(27.) (8,y) = MW2,y)>-b-\ B -^, 

(28.) (2,y) = J|f(0(2,y)'-*-^]^; 

und bezeichnet man die Differentialquotienlen der ganzen Functionen F und W 
(2,y)', nach (2, y)' genommen, durch F', F", etc., FF', >F", etc., so erhalt man 

= f^) + f'^J! = 4 ( 3,,rr + 6(vyr, 

ölog_F_ 2P , 8'logF F|4(3,y)" F»4-6(4, y y r|-4(3, y rr« 

~ — r('V)> -^p- = r» 

Dieselben Formeln gelten in Bezug auf W, und da (3, y) n und (4, y)' ganzen 
Functionen von (2,/)' gleich sind, so erhöh man auf diese Weise die Dar- 
stellung von (2,y) durch rationale Functionen von (2,y)'; übrigens ist F= IF\ 
wenn * ungerade. 

Ich bemerke hier ausdrücklich, um jedem Angriffe zuvorzukommen, 
dafs ich keine der hier aufgestellten Formeln als neu beanspruche, wohl aber 
die Methode, durch welche die Relationen zwischen elliptischen, so wie zwischen 
Kreisfunctionen auf algebraische Relationen zurückgeführt werden. Das hier 
Gegebene ist als eine Anwendung dieser Metbode auf die einfachsten und 
leichtesten Probleme anzusehen. Vielleicht finde ich bald Gelegenheit, in einer 
besondern Abhandlung theils die hier angestellten Untersuchungen weiter aus- 
zuführen , theils dieselbe Methode auf schwierigere und verborgenere Probleme 
anzuwenden. 

Es wurde im Vorhergehenden häufig die Entwicklung von Functionen, 
wie (g>x), (S> X ~\~Y) für einen unendlich kleinen Werth von x nach steigen- 
den Potenzen von x verlangt. Diese Entwicklungen geschehen nach den 
Formeln 

= ^ + (^0)-^il%0)r + ^^G ? -r-2%0)^-etc., 

(**+y) = (^y)-^(#+i,y)*+ Ä ^- ) (jrH-a,y)« , -eic, 

welche gelten, so lange M{x) kleiner bleibt, als der kleinste (von Null ver- 
schiedene) W r erth von M(w), resp. M(w-\-y); für einen beliebigen Werth 
von x müssen im Allgemeinen diejenigen Termen von (g, x-\-y), für welche 
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M(w4-y) <M (ae), und deren Anzahl endlich isl, nach absteigenden, alle 
übrigen Temen, für welche M(w-\-y)> M(x) ist, nach aufsteigenden Po- 
tenzen von x entwickelt werden. Man erhalt auf diese Weise, nach den ver- 
schiedenen Intervallen, in welchen sich M(x) befinden kann und welche 
durch die Werthe von M(w-\-y) = M{am+ßn+y) als Grenzwerthe von 
einander geschieden sind, unendlich viele verschiedene Entwicklungen von 
(g, x~\-y). Der Karze wegen setze ich den speciellen Fall bei Seite, wenn 
M{x) mit einem der Werthe von M(w-\-y) zusammenfällt; w ist immer 

= am±ftn und {g,x-\-y) Z i . 

IV. Zu g. 7. Bei Gelegenheit der neuen Beweise der Reciprocitäts- 
salze fQr die Reste der vierten und sechsten Potenzen, welche ich in §. 7. 
gegeben habe, komme ich fQr einen Augenblick auf meine ersten, aus der Theorie 
der Kreistheilung gezogenen und im 27ten und 28t en Bande des CW//eschen 
Journals publicirten Beweise des eubischen und biquadratischen Fundamental- 
theorems zurück. Nach der Notiz des Hrn. Prof. Jacobi, Seite 172 des 30ten 
Bandes des Crelleschen Journals, welche sich auf jene ersten Beweise bezieht 
und wie folgt lautet: 

„Diese aus vielfach verbreiteten Nachschriften der oben erwähnten Vor- 
lesungen (an der Königsberger Universität) auch den Herren Professoren 
„Diricklet und Kummer seit mehreren Jahren bekannten Beweise sind 
„neuerdings von Hrn. Dr. Eisenstein im 27ten Bande des Cretleschen Journals 
„S. 289 und im 28len Bande desselben Journals S. 53 publicirt worden. 
„Der S. 41 des 28ten Bandes von Hrn. Dr. Eisenstein gegebene Beweis 
„des quadratischen Reciprocitätssatzes ist der nämliche, welchen ich im 
„Jahre 1827 Legendre mitgetheilt und dieser in die 3te Ausgabe seiner 
„Zahlentheorie aufgenommen hat" 
könnte auf mich der Verdacht fallen, als seien meine Beweise nichts anderes, 
als vielleicht Abschriften oder Ausarbeitungen der erwähnten Collegienhefle. Dem 
rnufs ich mit der Bemerkung widersprechen, dafs mir, zu der Zeit als ich, nur mit 
geringen Hülfsmilteln versehen (wie die Werke von Gaufs und einige Bände des 
Crelieschen Journals) , so wie abgeschnitten von aller mündlichen, so wie schrift- 
lichen mathematischen Unterweisung, resp. Correspondenz , jene Beweise fand 
und herausgab, die betreffenden Untersuchungen des Hrn. Prof. Jacobi gänzlich 
unbekannt waren, und dafs ich auch bis auf den heutigen Tag keine Gelegenheit 
gefunden habe, irgend eines der erwähnten Collegienhefte mit Mufse einer 
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Durchsicht zu unterwerfen. Ich halte es um so mehr für überflüssig, mich 
auf nähere Einzelnheiten in dieser Beziehung einzulassen , als meine spatern 
Arbeiten über denselben Gegenstand die Selbstständigkeit meiner Forschungen 
zur Genüge darthun mögen, und als ich schon bei der Publication meiner ersten 
Beweise auseinandergesetzt habe, wie dieselben aus dem Studium der Werke 
Dessen entstanden sind, welcher als der Schöpfer und Begründer der ganzen 
Theorie, von welcher diese Beweise einpn Theil ausmachen, zu betrachten ist. 
Wer den ganzen mathematischen Zustand hier in Berlin zu jener Zeit ge- 
kannt hat, wird mir Gerechtigkeit widerfahren lassen ; ich bin überzeugt, dafs von 
den oft angezogenen Collegienhcflen damals kein einziges hier zu finden gewesen 
wäre. Jene Bemerkung des Hrn. Prof. Jacobi war mir aber um so schmerz- 
licher, als sie mich ganz unerwartet traf, und als ich mich durch das Wohl- 
wollen , mit weichem mich der grofse Gelehrte selbst noch lange Zeit nach der 
Publication jener meiner ersten Arbeiten beehrte und erfreute, so wie durch 
die Bewunderung der unschätzbaren wissenschaftlichen Verdienste des gro- 
fsen Mannes, zur Dankbarkeit ihm verpflichtet fühle. Endlich ist der in obiger 
Notiz erwähnte Beweis des quadratischen Reciprocitätssatzes vom Jahre 1827, 
abgesehen von einer rein äufserlichen Unterschiedenheit, kein anderer als der 
sechste Gaufshche Beweis, welchen Gau/s im Jahre 1818 in den Goettin- 
ger Cominentationes (recentiores) dargestellt hat; der Unterschied besteht 
nämlich darin, dafs Gaufs zeigt, die Differenz zweier ganzen Functionen (p(x) 

und y(x) von * sei durcQ -rz — =^theilbar, während in der andern Dar- 
stellung desselben Beweises, auf welche sich Hr. Prof. Jacobi bezieht, gezeigt 
wird , dafs die ganze Function tp (x) — \p (x) verschwindet für alle Werthe 
von x, die X — 0 machen ; was offenbar Dasselbe ist. 
Berlin im September 1847. 
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Aufgaben und Lehrsätze. 



1. Es sei F eine homogene ganze Funclion nten Grades mit 2 Va- 
riabein; ihre Coefficienten seien u,b,c f und ihre beiden Variabein x, y. 

Setzt man x*=a§+ßri nnd y = y$-{-äi], wo ad — ßy=\, so geht F in 
eine transformirte Function F' mit den Variabein | , 7? Aber, deren Coefficienten 

ich durch a', b', c\ bezeichne; d, V, c 1 , sind homogene Verbindungen 

aus a,b, c, vom ersten, und sie sind zugleich homogen in a, ß, y, d vom 

nten Grade. Jede homogene ganze Function <p (a, b, c, ) der Coefficienten, 

welche der Relation 

<p(a', b', c\ ) = tp(a,b,c, ) 

genügt, heifse eine Determinante der Form F. Es läfst sich nun immer 
eine Anzahl von Fundamental- Determinanten aufstellen, aus welchen alle 
andern Determinanten algebraisch zusammengesetzt werden können, welche 
zugleich die einfachsten ihrer Art sind und selbst aus einander nicht zusam- 
mengesetzt werden können. Wie grofs ist die Anzahl dieser Fundamental -De- 
terminanten für ein gegebenes n, und wie werden sie gebildet? Korr Coyley 
aus Cambridge, der Erste, welcher so viel ich weifs, dieses Problem in An- 
regung gebracht hat, vermuthet, dafs diese Anzahl entweder \n oder \{n— 1) 
sei, je nachdem n gerade oder ungerade ist, ohne jedoch einen strengen Be- 
weis dieses Salzes gefunden zu haben. — Wenn man ferner alle Coefficienten 
der Formen, so wie die Transformations- Coefficienten a, ß, y, J als ganze 
Zahlen annimmt, so behalten die Fundamental -Determinanten für alle unter- 
einander äquivalente Formen, also für eine ganze Ciasse von Formen, sämmt- 
lich dieselben Werthe: es soll nun bewiesen werden, dafs die Anzahl der 
Classen homogener Formen nten Grades mit 2 Variabein, welche zu dem- 
selben System gegebener Werthe der sfimmtlichen Fundamental - Determinanten 
gehören, endlich ist, und es soll die Art der Abhängigkeit der Anzahl der 
Classen von den Werthen der Fundamental-Delerminanten erforscht werden. — 
Endlich sollen alle homogenen Verbindungen f(a, b, c, . .. x, y) von x, y, 
deren Coefficienten von a, b, c, . . . . abhangen , aufgestellt werden , welche in 
ihre correspondirenden f{a', b', c 7 , . . . . §, ij) durch die Transformation über- 
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gehen , und welche ich determinirende Verbindungen der Form F nenne. Ich 
habe gezeigt, dafs för n = 3 eine determinirende Verbindung zweiten Grades 
existirt; Cayley's fruchtbare Principien liefern eine Menge von determiniren- 
den Verbindungen. 

2. Dieselben Untersuchungen in Bezug auf homogene Functionen von 
mehr als 2 Variabein. 

3. Wenn t»= a-\-bi eine ungerade complexe ganze Zahl ist, und x,, x, 
irgend zwei der a J -|-ff — 1 von Null verschiedenen Wurzeln der Gleichung 

f* dx . r i dy 

bezeichnen, so Iflfst sich bekanntlich Xi als rationale gebrochene Function von x 2 
mit ganzen complexen Coefficienten darstellen; es Iflfst sich aber auch, wie 
noch nicht bekannt zu sein scheint, x t als ganze Function von x 7 darstellen, 
deren Coefficienten, wenn sie auch nicht ganze Zahlen sind, doch nur Poten- 
zen von 2 zu Nennern haben, d. h. es Iflfst sich immer ein ganzer Exponent u 
Qnden, so dafs 2".x, einer ganzen Function von x 2 tnU ganzen com- 
plexen Coefficienten gleich ist; der Grad dieser ganzen Function kann immer 
<^ a 2 -\- ff — 2 gemacht werden. Jede ganze Function mit ganzen complexen 
Coefficienten der sflmmllichen a 2 -\-b 2 — 1 Wurzeln der obigen Gleichung läfst 
sich daher, wenn man sie zuvor mit einer geeigneten Potenz von 2 multi- 
plicirt, als ganze, Function einer einzigen dieser Wurzeln mit ganzen complexen 
Coefficienten darstellen; und zwar kann dies nur auf eine Art geschehen, wenn 
der Grad der letzteren ganzen Function < a*-[-ff — 2 angenommen wird. 

4. Wenn ein und dieselbe Function zweien verschiedenen DüTerential- 
gleichungen genügt: die einfachste Differentialgleichung für diese Function zu 
finden. 
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